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XORAGRRUUR M EE AR, 后 未 发 展 为 解析 函数 ， Lagrange (1736—1813) Ж 
早 提 出 察 级 数 ， 用 级 数 琢 示 解析 泗 数 ， 可 以 看 做 多 项 式 的 发 展 ，1822 年 Fouricr 在 关于 热 
传导 的 著作 中 提出 Fourier 级 数 ， 即 用 三 角 耳 数 证 数 表 示 男 数 ， 无 穷 级 数 取 有 限 项 即 它 所 
表示 的 画 数 的 近似 式 ， 这 是 前 数 构 造 论 的 开始 。20 记 纪 本 ， 随 着 知识 爆炸 时 代 的 到 来 ， 各 
种 正 交 级 数 的 出 现 ， 对 每 一 正 交 级 数 都 可 以 作出 一 委 逼 近 程序 ， 在 这 种 科学 分 枝 越 来 越 多 
的 情况 下 ， 用 泛 函 的 方法 把 它 统一 起 来 ， 这 是 在 逼近 论 中 引入 并 子 概念 的 一 个 自然 趋势 。 
开始 有 Bernstein Ж, Fejer 算 子 出 现 ， 发 展 到 一 般 算 子 理论 Ax ем, 从 方法 
上 说 可 以 看 做 高 度 概括 ， 对 不 同 的 应 用 问题 又 可 派生 出 不 同 通 近 程 序 ， 所 以 算 子 通 近 论 是 
当前 通 近 论 的 发 展 热点 。 本 书 是 算 子 远近 理论 的 一 部 学 术 著 作 作 者 将 当前 外 国 书刊 中 成 果 
作 了 综合 的 论 还 ， 并 将 他 自己 的 工作 和 他 处 埋 间 箱 的 独特 的 方法 作 了 闲 玉 ， 可 以 作为 高 年 
级 专门 化 课程 及 研究 生 的 末 材 ， 此 书 的 出 版 对 明和 近 论 及 线性 算 子 理论 的 研究 将 会 产生 深远 
的 影响 。 


地 文清 
1989 年 1 月 15 晶 


前 


u} 


从 本 世纪 50 年 代 开 始 ， 汽 函 分 析 方 法 在 通 近 理论 的 研究 和 应 用 中 的 影响 日 页 增 大 ， 并 
形成 通 近 论 的 一 个 重要 分 支 一 算 子 通过 ， 其 原因 是 算 子 到 近 将 泛 函 分 析 中 高 度 概括 的 思 
维 方法 和 古典 分 析 中 的 精致 技巧 结合 起 来 ， 从 而 使 经 典 的 天 近 方法 有 了 新 的 生长 点 ， 因 此 
三 十 多 年 来 算 子 逼近 的 研究 得 到 迅速 发 展 ， 建 立 了 系统 的 方法 和 理论 并 对 其 它 教学 分 支 
(例如 概率 论 ， 数 值 分 析 等 等 ) 产生 广泛 的 影响 。 

算 子 通 近 理论 主要 是 研究 如 下 一 些 问题 。 

1) 研究 线性 算 子 序列 的 收效 性 质 ， 这 里 主要 讨论 依 范 数 收 化 ， 点 态 收 妾 以 及 收 k è 
度 的 渐 近 分 析 ， 这 类 问题 统称 为 逼近 定理 。 关 于 这 方面 的 工作 是 1951 年 由 P. P.Korovkin 
和 H,Bohman 分 别 对 连续 函数 空间 建立 的 ， 随 后 由 许多 学 者 逐步 推广 到 可 测 函 数 空 间 ， 例 
de, РАТИ М, УДЛИНЕНИЯ М. 

2) ак ЖӨ Ж, ео ущн, лжи, i L.) ЯВ 
+), XR A 2 ENGL, —2 dd Жэ йл} EMEX, вид. (0—1 的 阶 ， 


яу) Па, 2 RAR ALTA CP ЕЎ, X TUER 


JEU SEC A45 T R.G. Mamedov, O.Shisha 和 B.Mond 等 人 的 工作 ， 另 一 方面 为 了 确定 量 
化 正定 理 所 得 到 的 收效 阶 精 度 ， 进 而 研究 所 谓 通 近 北 定理 以 及 各 类 精度 分 析 方法 ， сих 
本 思想 是 由 Bernstein 创立 的 ， 而 算 子 通 近 的 过 定理 主要 是 由 G.G, Lorentz 及 其 学 生 建 
宇 的 ， 例 如 P。L.Butzer，H。Berens 等 人 者 做 了 大 量 的 出 色 工 作 。 

3) 研究 算 子 逼近 中 的 饱和 现象 ， 这 主要 的 工作 是 确定 算 子 通 近 中 的 饱和 阶 和 饱和 类 。 
人 们 统称 这 类 结果 为 饱和 定理 ， 当 然 它们 也 是 衡量 通 近 精度 的 一 个 重要 事实 。A ,HTure- 
sky, M.Zamansky, R.A.DeVore, Z.Ditzian 以 及 V。Totik 在 这 方面 做 了 大 量 的 研 5 
工作 。 

本 书 系统 地 讨论 算 子 逼 近 中 的 收效 原 理 ， 逼 近 度量 化 估计 方法 和 精度 分 析 方 法 ， 以 及 
各 类 通 近 等 价 定理 和 饱和 定理 。 其 中 包括 了 近 几 年 来 作者 的 一 些 研究 成 果 ， 本 书 中 除了 不 
加 证 明 地 引用 泛 函 分 析 中 若干 重要 事实 外 ， 力 求 概念 清晰 、 论 证 严 诞 。 

在 本 蔬 的 写作 过 程 中 得 到 徐 利 治 、 李 文清 和 和 孙 永 生 等 教授 的 热情 鼓励 和 帮助 ， 说 向 他 
们 深 切 致谢 ， 此 外 本 书 初 稿 曾 在 厦门 大 学 数学 系 ， 北 京师 范 大 学 数学 系 ， 华 中 理工 大 学 数 
学 研究 所 ， 湖 北大 学 数学 系 ， 河 南大 学 数学 系 ， 湖 南 师范 大 学 数学 系 以 及 宁夏 大 学 数学 系 
为 坎 近 论 方向 的 研究 生 报 告 过 ， 得 到 不 少 宝 责 总 见 ， 最 后 特别 应 当 指出 ， 曾 晓 明 、 吴 自力 
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限于 作者 水 平 ， 错 误 和 不 当 之 处 肯定 不 少 ， 涂 请 国内 专家 和 污 者 给 予 指正 。 
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第 一 章 ”逼近 定理 


п 线性 算 子 


1.1 Banach 空间 


设 X 是 实数 ( 或 复数 ) 域 Z 上 的 线性 空间 ， 在 X 上 定义 一 个 非 负 实 值 函 数 【* |x， 若 适 
合 如 下 条 件 你 它 为 X 中 元 素 的 范 数 : 

l) lxjx=0 <> x=9(X 中 的 零 元 素 ) ， 

и) laxlx= lal ixix (a€2), 

1) Xx, УЕХЖ bx yl < IExlx-lHylx. 
这 时 说 X 是 赋 范 的 线性 空间 。 

设 X 是 冉 范 线性 空间 ， 其 范 数 为 下 jx， 若 xs，xEX 且 


{х„—х!х->0 (п +оо), 
© 
则 说 序列 х, 在 X 中 强 收 敏 于 x， 记 作 x 一 > x (nce оо) 或 а-Ытлу=х, 


若 X 中 任何 Cauchy 列 必 强 收敛 于 X 中 某 个 元 素 ， 则 说 X 是 完备 的 。 完 备 的 赋 范 线性 
空间 通称 为 Banach 空间 。 可 以 证 明 ， 赋 范 注 空间 X 是 完备 的 充 要 条 件 是 x 中 每 个 绝对 可 


和 序列 是 可 和 的 ， 即 当 { x.) CX Н Ex. +00, HU Бк XE RR 
n=1 k=1 

因此 可 见 Banach 空间 中 任何 一 个 闭 线性 流 形 也 是 Banach i, 

设 X 是 线性 空间 ， 在 X 上 定义 二 种 范 数 1 las: Ml 1,:， 车 存在 正常 数 C!，C:>0 使 
fX Vx € xii 

сх, ЗС хи, 

УЗ CS eS ЙИ, MAZ, WC СХ, Ви) (X, Poi) 的 恒 等 映 
照 是 线性 同 胚 的 。 

许多 特殊 的 Banach 空间 在 逼近 论 的 研究 中 占据 重要 的 地 位 。 设 D 是 紧 致 的 Hausdorff 
空间 ， 如 下 函数 空间 是 常见 的 。 

例 1 连 绞 函 数 空间 C(D)。 在 通常 函数 加 法 及 数 与 函数 乘法 的 前 担 下 ， 若 令 f=f(x) 
Ес 


1f Icy = Sep 00, 
ПТВ iEC(D) 是 Ва: ac^ 空间 。 
特别 当 D 一 《〔a，b ЖИЙЕН, ЖС (a, b) 表示 (a, b) 上 的 连续 函数 空间 ， 
RRX 


#1 = max ..|t()l, 
Clasb) x€(a,b) 


用 Can 表示 以 за URL ERE ER MC, HERO 
Hlc, max ИО. 


LrCD) C p21 ) 在 几乎 处 处 意义 下 理解 函数 加 法 及 数 与 函数 
(x) € Lr(D) ( p21 ) 的 范 数 为 


#12 p 次 可 积 
ют, #4 


А 
^ CJ код? вк" 1<p< +00; 
ite Sin =} 2 
Lr» ess,sup It(x)] р=+оо, 
x€D 


则 Le(D) 是 Banach 空间 . 

特别 地 ， 用 LP UR 2а 为 周期 的 了 次 可 积 函 数 空 间 XE ELS. (021), 
хи 
GOGN ах)+ — Gier), 


Itte 一 ИИ, = 


esi irap 109] р= +оо. 


ЛСА ie С & Ж ТАТЕ Ж 322 BJ, DERAN Hausdorff 空间 ， 令 


хир) 2 d 1<р< +оо, 
c(p) р=оо, 
KIRPA 2л 为 周期 的 函数 空间 ， 令 


^ i 1<p< eo, 

X, xi 
Ci. p=%, 

最 后 设 X 是 实数 ( 或 复数 ) 域 Z 上 的 线性 空间 ， 在 X 定 义 一 个 非 负 实 值 函 数 |,| :， 车 适 
合 如 下 条 件 称 它 为 X 中 元 素 的 半 荡 : 

D lexl:= la| М; (a€2Z), 

П) 对 x，yEX 有 |x 十 ?| < Ixl .+ Гу]. 
例如 , 设 C” (a,b) (r€ N) 是 (ayb] 上 次 连续 可 微 函 数 , 车 对 f=f(x) ЄС' (a,b) ， 令 


| = max l|t'(x)|, 
C'[a,b] x€[a,] 


Mil olap” tE. 


1.2 有 界线 性 算 子 
设 X，Y 是 两 个 赋 范 性 空间 ，D 是 X 中 的 子 集 ， 若 对 每 个 xE D，Y 中 有 唯一 确定 的 元 y 
与 之 对 应 ， 记 作 y= 二 Tx， 则 说 T 是 D 到 Y 内 的 算 子 ， 称 D 为 算 子 的 定义 域 ， 而 T(D)EY 称 
为 算 子 T 的 值 域 . 若 D==X 且 T(D)CY 时 ， 则 说 T 是 X 到 Y 内 的 算 子 ， 特 别 地 ， 若 T(D)=Y 
时 ， 则 说 T 是 X 到 Y 上 的 算 于 。 
， 设 T 是 X 到 Y 内 的 算 子 ， 若 Txi =Тх, 必 有 xi 一 xz， 则 说 算 子 T 是 一 对 一 的 .特别 地 ， 
车 对 VxEX 有 Tx 一 x， 则 说 T 是 X 上 的 便 等 算 子 ， 通 常用 记号 工 表示 。 
现在 设 T 是 X 到 Y 内 的 算 子 ，fEX， 若 对 Ve>0，3 8>0 使 得 对 适合 lf 一 toj: < 8 的 
—WU text 
ITrt—Tf, ly e, 
则 说 算 子 T 在 fo 点 是 连续 的 ， 若 T 在 X 中 点 点 连续 ， 则 说 T 是 X 到 Y 内 的 连续 算 子 。 
设 T 是 X 到 Y 内 的 算 子 ， 若 对 Vf ，f:EX 和 Vai，asEZ 有 
Tla: fi aiti) =а Tfi Fai TES, 
则 说 T 是 线性 的 。 若 存在 正常 数 M 使 得 对 VfEX 有 
ITfly < MI f lx; 
则 说 算 子 T 是 有 界 的 ， 使 上 式 成 立 的 M 之 下 确 界 称 为 算 子 T 的 范 数 ， 记 作 Thon, 于 是 
Why r€ xr 
ТИ ИБ, 
特别 当 T 是 X 到 Y 内 的 有 界线 性 算 子 ， 则 有 
ITI con = Sup Tiro go їт( | 
f-0 #40 


= Sup I Tfl; = Sup [Tflv. 
{flx<1 И = 
不 难 证 明 ， 若 T 是 X 到 Y 内 的 线性 算 子 ， 则 如 下 命题 是 等 价 的 : 
1) T 在 X 上 是 有 界 的 ? 
П) T 在 X 中 一 点 是 连续 的 
1) T 在 X 上 是 一 致 连续 的 ， 即 对 Ve>0, 存 在 8>0 使 得 当 f1，f, €xHIt < ә 
时 ， 有 
1те, –те, [< г. 
用 8 (х, Y) 表示 X 到 Y 内 所 有 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 若 赋予 上 述 的 算 子 范 数 ， 则 也 
是 一 个 线性 赋 范 空间 ， 特 别 当 Y 是 Banach 空间 , 则 2(X，Y) 也 是 Banach 空 间 , 当 Y 二 X 时 ， 
记 8(X)=8(X，X) 并 称 它 为 X 的 自 同 态 。 
设 TEB(X,Y) 且 对 Vf Ex 有 
ITE y—1Hflx, 


则 说 算 子 T 是 等 距 的 ， 若 对 VfEX 有 
Іту 
则 说 T 是 压缩 的 。 
MER {Ta } ex 是 E(X,Y) 中 有 界线 性 算 子 序列 ，T EE (X,Y)， кимен 


EL IT.f—Ttly—0, 


则 说 算 子 序 列 {T。} 强 收敛 于 T， PT Y=X 和 T 为 恒 等 算 子 1 时 ， 则 说 算 子 序列 
CUT, } 是 逼近 恒 等 序 列 。 若 
Lim |T,—Tlix» =0, 
п +оо 


则 说 算 子 序列 { т. } 依 范 收 俩 于 T。 明 显 地 ， 依 范 收 敛 的 算 子 序列 必 是 强 收 敛 的 。 
1.3 Banach 一 Steinhaus 定理 
设 A 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 子 集 。 若 对 每 个 1 EX 和 Ve>0， 都 存在 gEA 使 得 
lt—gl:<e, 
则 说 A 在 X 中 稠密 。 特 别 地 ， 若 A 中 元 素 的 一 切 有 限 性 组 合 所 形成 的 集合 在 X 中 稠密 ， 则 说 
A 是 X 中 的 基本 集 。 
现在 设 A 是 X 中 的 线性 子 集 ， 且 在 X 中 稠密 ， 若 Te 是 A 到 Banach 空间 Y 内 的 有 界线 性 
算 子 ， 其 范 数 为 [TJ ,yw ， 则 存在 一 个 TE8 (X, Y) EX VtCA R Tf=T.f, H. 
Vrloo o SIT лью. 
为 建立 Banach—Steinhaus 定理 ， 首 先 给 出 如 下 的 共鸣 定理 。 
定理 1.1( 共鸣 定理 ) {ДХ 是 Banach 空 间 ，Y 是 赋 范 线性 空间 ，{ T. } лек CE 
(X, Y), ， 若 对 每 个 EX， 序 列 { Tsfly ) 是 有 界 的 ， 即 对 每 个 EX， 存 在 正常 数 Mi 使 
得 对 一 切 nEN 有 ”1Tutly<Mr， 则 T, 是 一 致 有 界 算 子 列 ， 即 存在 正常 数 M, 使 得 对 VYfEX 
和 nEN 有 IT.flvMitls. 
应 用 共鸣 定理 可 建立 有 界线 性 算 子 序列 的 收敛 原理 。 
定理 1.2 ( Banz:h 一 Steinhaus ) 设 X 是 Banach Zi, — ( T.) венсеСХ), 则 对 
每 个 :EX 有 
a Lim! T/(0—t lx =0, 
À Bos 
) 了 T, 是 一 致 有 界线 性 算 子 列 。 
П) 存在 X 的 一 个 稠密 子 集 A， 使 得 对 每 个 gE А, Ж 
Lim ИТ. (в) —в1.=0. 
证 明 => ) 条 件 1D 成 立 是 明显 的 ， 所 以 仅 需 证 明 条 件 ,) 成 立 ， 事 实 上 ， 由 于 对 每 
个 YEX， 有 
Lim IT.(f)—tlx—0, 
ntoo 


所 以 对 每 个 EX， 数 列 CIT flx } 是 有 界 的 ， 因 此 由 共鸣 定理 得 到 序列 (T. ) nex 是 
4 : 


一 致 有 界 的 。 


< ) 设 tfEX， 由 于 A 在 X 中 稠密 ， 所 以 对 Ve>0， 存 在 gEA 使 得 lf 一 gl: < e 又 
Hil) 对 每 个 gEA 有 


neim IT.s—sl=0, 
因此 由 条 件 i), ТЕЛЕ M>0 使 得 对 一 切 nE N 有 IT.1<M， 并 利用 范 数 三 角形 不 等 式 得 到 
IT,£— fl IT.f—T.gl; HH T.g—gl.-- Ив 
< (ТЕ) Иа. 8-8 
< (м+1) ec Т.в- в» 
注意 到 e0 是 任意 的 ， 所 以 对 每 个 fEX 有 
Lim [T,t—fl.—0. 
卫 一 co 
证 毕 。 
现在 设 D 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 ，Xr(D) ( p>1) 是 D 上 的 函数 空间 ， 又 设 人 一 
(560) 22. CXP(D) 是 X。(D) 内 的 基本 列 , 即 对 每 个 :EXr(D) 和 Ve>0, 存 在 线性 组 合 
m 
р(х) = X aft(x) 
k=1 
使 得 
ИР (py <> 
由 熟知 的 Weierstrass 定理 可 知 ，A= (x* ) р.) 是 Xp (а, b) ЕМЖЖЯ, 而 A (1, 
coskx, sinkx } tex 是 X 了 ,上 的 基本 列 ， 由 定理 1.2 导 出 


推论 1.1 Ш (L.) 2, ce (XD) ) 且 是 一 致 有 界 的 ,车 Xr(D) 中 存在 一 个 基本 
Jl ( t. (x) } 1 使 得 对 每 个 名 有 
alim АА р) (KEN). 
则 对 每 个 EXe(D) (p21)fr 
alim Hat fly (p)79. 


人 们 习惯 上 将 推论 1,1 中 的 基本 列 Cf) kex 称 为 一 致 有 界 算 子 序列 ( L.) aE 


тєн 
E (Xe(D) ) ex CD) + NEEE ЕЛАК. HR, 在 怎样 的 条 件 下 ， 这 种 试 
验 集 只 含有 有 限 个 元 素 呢 ? 这 个 问题 1951 年 分 别 由 Korovkin 和 Bohman 解决 ， 下 文 将 专 
门 讨论 。 
1.4 ”对偶 空间 


BOOUMGE J, YEK ( 或 复 ) 数 域 ， 则 称 E(X，Y) 中 的 元 素 为 X 上 有 界线 
性 泛 函 ， 用 X* 表 示 X 上 所 有 有 界线 性 泛 函 的 全 体 ， 特 别 当 X 是 Banach 空间 时 ， 则 X* 也 是 
Banach 空间 ， 通 称 为 X 的 对 偶 空 间 (ЗН). 

现在 给 出 Hahn 一 Banach 延 拓 定 理 及 其 重要 推论 。 

Hahn— Banach 延 拓 定理 。 设 X 是 Banach 空间 ，D 是 X 中 的 线性 流 形 ， 若 FE D°, 
则 存在 有 界线 性 泛 函 ге € X*， 使 得 对 所 有 EDH SFAH 1 = IRL. + 


由 Hahn— Banach 定理 可 证 得 如 下 重要 事实 ; 
1D) 对 每 个 点 € X 且 f 六 bg， 则 存在 从 EX* 使 得 =l, ВМ. 


п) 设 D 是 X 中 线性 流 形 ，f EX 且 与 D 有 正 的 距离 ， ui i DD LES 


ДЕ 们 EX* 使 得 对 VfE DIEI) =0, 而 1*(f1)=1 且 imu ml. 

由 此 可 见 ，X 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 若 在 一 个 稠密 于 X 的 线性 流 形 上 为 零 , 则 必 便 为 零 。 
此 外 ， 对 于 X 内 两 个 不 同 点 名 和 fa, WFE rt € X* Bib tto) 002, Mns, di 
1Єх, Жу Єхе H t*(t)=0, WA t—0. 

设 D* 是 X* 的 子 集 ， 若 对 VfEX 有 

121, =5ир |t*(0)| 
1€ p* 
则 说 D* 是 X 的 确定 集 ， 例 如 ， 设 对 每 个 fE Lo Са, b) (1€ p< o) ， 不 难 证 明 
Th «і Oax — Celui) 


由 于 在 等 距 同 构 意义 下 有 Lr* Ca, b) =L, (г, b), МЫ 
D*— (glg€L, Са, b) H 16. <! } 
Жї» (а, b) (р>1) 的 确定 集 。 同 样 地 ， 不 难 证 明 ， 对 每 个 fEC (а, b) 有 


b 
Бир | 16008607 1t, (a,b) , 
MO 


b 

其 中 V (g) 是 有 界 变 差 函 数 gEBV (a, b) # (а, b) 上 的 全 变 差 , 又 由 于 在 等 距 同 构 意义 
a 

下 有 Cs* (a, b) —BV (a, t2 ， 所 以 


b 
D*—(glg€BV (а, b) BV(s)<1} 
a 


ЖАС Ca, b) 的 确定 集 。 
对 fsEX*， 记 全 (1) 二 <f*，f>， 则 有 
i) 对 Vf*EX*, EXE 
6 


и) 对 ys *, t,*€x*, r€ x#r 
<arfist+asfs®, Г>=а «в *, t>+a,<t,*, t>, 
对 VI* €X* 和 Vf f; EXA x 
<t*, aifi фай: >50 <, nx 1,>, 
Ур а, ai€2. НАЯ =E, >Ш. 


BALI cy 是 X 内 的 序列 ，fEX， 若 对 VfsE XS 
Lim <, f, —«f*, t>, 
Lim 


МБ. Р, ЖИК ФОР, За 


u — Lim fn = f 
поо 


[C3] 


E f, — f (neo)， 吻 见 X 中 每 个 强 收敛 序列 必 是 弱 收 闻 序列， 其次， 若 (0, } пен 
在 ; АНА, WL Sup И. |< oo. 
п 


类 似 地 ， 设 { 全 } пек 是 X* ИМЯ, t€ X*, 车 对 VEEX 有 
Lim <f? ‚{>=<(*‚, t», 
mi 一 oo 


WRB KAF f*， 记 作 
we 一 Lim fne 一 fey 
A n 
ЖИ ft (п +оо), 


最 后 我 们 引入 自 反 空 间 的 概念 ， 通 称 X* 的 对 偶 X** 为 X 的 第 二 对 偶 空 间 ， 用 fee 表示 

X** 中 的 元 素 ， 由 于 对 f，EX， 若 存在 f** EX"* 使 得 对 Vf" EX* 有 
Xn, '>=<г, >, 

则 易 见 经 "与 fo” 之 间 是 一 一 对 应 的 。 记 Xe 一 {fo… lt € X°, fo €X НУ" Єх, 
f< ° PSSE, >}, WX EX HREH, ATR fofo JEAX 到 
Xot EI BG RRR, МК, YERDEEESCEAEXCX UU, РЫ, #X= X ШИЖ 
自 反 的 ， 例 如 Lr Cas b) (р>1) 是 自 反 的 。 

1.5 正 线性 算 子 

设 D 是 实数 集合 ，X(D) 是 定义 在 D 上 的 函数 空间 。T 是 X(D) 到 自身 内 的 线性 算 子 ， 则 
Xi t=t(x) € X(D)#f 


TG, x) 2 тех) єх(р), 
XO еЄх(р) Н 1(х)>0 (хер) HH T(t,x ) 20( x€ D) 则 说 T 是 X(D) 上 的 正 线 
性 算 子 ,明显 地 ， 设 T 是 X(D) 上 正 线性 算 子 , 则 对 f,gEX(D) 且 f(x)<g(x) (x€ D) , f 
T(f, x)<T(g, x) (x€D). 


又 车 f,，1f1EXCD)， 则 对 xED 有 
IT(f$, x) |xTCHE , x). 
特别 地 ， 若 X(D)=C(D) 时 ， 罗 有 


ITI = Sup rr(f)lcc» SITU) ce e 
Нс» =1 . 


事实 上 ， 对 VfE C(D) 有 
ITC x) &T( И, x) < сота, x); (x€ D), 
因而 有 
{тї!с‹» &ltlec» 170) cc» › 
由 于 1 ECD) 所 以 得 到 x 
Iri-ITCDl c» 。 


32 一些 典型 的 正 线 性 算 子 列 


为 下 文 例证 方便 ， 本 节 我 们 列举 几 类 典型 的 ， 在 文献 中 常见 的 正 线性 算 子 列 。 
2.1 指数 型 算 子 . 
= (a, b) (一 cosa<b< 十 co ) ， 核 函数 8。(x，u) 是 DXD 上 非 仙 函数 适合 如 


下 条 件 
D 对 每 个 xED 有 
b 
| E(x, u)du=1; 
а 
п) Xx u€D fr 
ге. (зш). 7G х)е.(х, и) 


ФО) EOM A NR, HXIX€ (a,b) 4 $(х)>0, ЖЖ, a3 — оо BR bae + оо, 
则 分 别 要 求 ó(a)=0 R $(6)=0. 
对 每 个 fEC(D)，nEN 令 
E, (t, x)= [ое udus 
明显 地 ，E。(1，x)=1 (хер), HOA t€c(D)# 
IE.G)lecn ЗИ ес» 
所 以 有 1E.1=1， 因 此 指数 型 算 子 E.E8 ( с(р) ) HIER UE: 
指数 型 算 子 EE 概括 了 如 下 一 些 熟 知 的 正 线性 算 子 
‚#1 Gauss 一 Weierstrass ЖР Gas Щщ р=(— о, +оо), $(х)=1 flit 


EG, u= JE n ' ехр{— num] 


得 到 Gauss— Weierstrass жт. G.: 对 fEC( 一 co， 十 co) 有 
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в. = л. [T soe [- 79 раке, +=). 


12 Szasz—Mirakjan $T S.: ЖР= (0, +o), $(х)=хНИ KC 
E(x, u)= X saQ)8 (и- E) 
к=0 2 


Job або е (0А, 5 (03) Dirac iiL IBI Sz asz— Mirakjan WF Sa: 对 1EC 
(0, e) 
506 х= E t(E)s) x€ (0, e). 
к=0 
3 广义 Lupas 一 Baskakov ЖР Vasa: 取 D= (0, co), $(х) =x (rax) 
(a>0 ) явж 
В. u)= E iP (uE) 
k=0 
re) n 
зор b Gom S 7 а+х\(ї+-ах) 7 а © X Lupas—Baskakov Ý F V „лаз 
kt г(2) 
对 fEC (0, о) 
ум = $ 1(Е)ь@) Gy хе G ©). 
к=0 
特别 地 ， 当 а= 1 时 即 为 Baskakov WF Va: 对 fEC (0, оо) 有 


у. = D (E) x€ G, =) 
k=0 


Jof выбор = (7 E7D xa) ^k, 

2.2 插值 型 算 子 。 

设 D= (a,b) (ea b +оо), (xa } ?1 是 D 上 给 定 的 点 列 ,而 { ha(x) Т 
是 C(D) 内 的 函数 组 且 ha (020. (k= 二 1，2，…n，xED)， 对 每 个 EC(D) 和 nEN, + 


L.G, x)= EE дб) (хєр), 
k=1 
则 L, 是 从 C(D) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 ， 我 们 称 工 , 为 插值 型 算 子 ， (xe) 8?- ,为 插值 节 
АН, № (ha (x)i- :为 插值 基 函 数组 。 


; ЖБИ ТЕШЕН ЕЖЕН k, НЮ. Я (xa) xi) 


是 D= (а, b) 上 点 列 ， 取 La (CO 一 p усу, (el oen) 为 插值 基 函 数 ， 得 
ти 
到 熟知 的 Lagrange МИНИР La: 对 每 个 :EC(D) 有 


L, (f, х) = x (xi 3 СЕР). 
k=1 
明显 地 ，L。(f，x) 是 次 数 和 Cn 一 1) 的 代数 多 项 式 且 适合 如 下 捅 值 条 件 ， 
L,(t, ха) = (а) (k=1, 2, зп). 
不 过 应 当 指出 ， 算 子 L 不 一 定 是 正 线性 算 子 .为 此 只 须 考查 如 下 特例 ; Са, 6) = (0,5), 
п=1, х10=1, х1=2 和 
` 


x 0<х<! 
-f 


2—x 1<х<2 

0 2«x«3 

ЖЯ f(x)20 (x€ (0, 3)), 但 
ш 732 rü) 1-00) =2-х 


щ x>2 MT L, (t, х) 0, W W, Li REHN. 
另 一 种 插值 型 算 子 并 非 通常 理解 的 “插值 > W. Иш, HR D— (0, 1), xat. 


(k=0, 1, 2, mft раб) (9) х) ЖЕНЫ, W Bernstein HFa 


x ЛЕ 
Ba(f,x)= E гс )pa (x) 
к=0 
也 是 一 种 插值 型 的 正 线性 算 子 。 
下 面 我 们 给 出 几 个 插值 型 正 线性 算 子 的 实例 。 
例 1 Hermite 一 Fejér 插值 算 子 。 设 D= [一 1，1) 取 mn 次 Chebyshev 多 项 式 Te(x) 一 
cos(narecosx) ff) Ф ха = cos Ра (一 1,2，…n) 为 插值 节点 组 ，ha(x) = (1—хы) 


( T0. 329 (x€ C71, 1) 225 插值 基 函 数 ， 得 到 Hermite— FejérfE-T Hui ЯН 


nlx xa) 
єс(-,1)Ж 
н, = E fu) ак 
к=1 
易 见 ，H.(f，x) 是 次 数 二 (2n 一 1) 的 代数 多 项 式 , 且 适合 如 下 插值 条 件 : 对 k 一 1，2，…n 有 
Half, ха) =f (ха), 
Н. (f, x4)70. 


FG). xe (—1,1), 


п(х— ха) 
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由 于 ha(x)>0 G€ (-1,1)) E 


H.G, х)= È ha(x)=1; x€ (—1, 1), 
k=1 
mum I=L. 
类 似 地 ， 可 以 选取 n 次 Jacobi g MR 3." (02. В>-1), n 次 Legendre 多 项 


P.(x) 和 n 次 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 Us(x) 的 零点 为 插值 节点 ， 按 照 Hermite 一 Fejer 
插值 条 件 ， 导 出 相应 的 Hermite— Fejér 插值 型 算 子 。 例 如 1965 年 引进 了 以 n 次 Jacobi 
多 项 式 Jax) (0a，P<1) 的 零点 xst《k 二 1，2，…n) 为 节点 的 Hermite— Fejér 
插值 得 到 如 下 插值 算 子 W,: 对 每 个 fEC CT, D ， 有 


Wa(f, x)= E t (xa. 24 1— — I (X) 
k=1 


И SS. =в-1 导出 = 
其 中 MOs rG М Ча Ве 导出 以 n 次 第 二 类 


Chebyshev 多 项 式 U(x) 的 零点 各 一 cos EE (к=, 2, n) AWAN Hermite Fejér 
插值 型 算 子 WA 对 每 个 {EC (—1, 1) 有 


Ж.а, D= X rao G=: а 
k=1 2 


4 а= 有 =0 时 ， 导 出 以 n 次 Legendre 多 项 式 P.(x) 的 零点 na (k=1,2,:--n) ff Hermite- 
Fejér 插值 型 算 子 Ta 对 每 个 fEC (—1, 1) 有 
L е ie P.G) 
T.(f, x) ET KEF Өү -(- и e) 

其 次 ， 对 于 同一 组 搬 值 节点 ， 如 果 要 求 适合 不 同 的 插值 条 件 ， 可 以 导出 各 种 不 同类 型 
的 拟 Hermite—Fejériftt-T, Bl P. Szasz 用 n 次 Jacobi ZHR Ja 5" (x) (а, 
B2—3)18€ ха 为 节点 ， 并 要 求 插值 算 子 .Cf，x) 在 节点 适合 如 下 插值 条 件 : 对 
k=1，2，…n 有 

B.G, ха) = ба), 
HQ, ха) =0 


Е Hn —1)=г(—1), И, De, 
mm o х=, +, ) G0) + 


и 


+ E T(t dG ceo) 


C — xa h OAT Qa) Аки) РУ (бош) 
BU, HAGRESHENCEHXHEA r€ C C1, 1) ,H (t, x) ВКС 的 代数 多 项 
Ro (М, 4 a= 8=0 时 得 到 Egervarg— Turan 引入 的 п iX Legendre 多 项 式 零点 
na ИННИ, HEC (—1, 1) 有 

Жа, x) eurn + 


1-х: Р.(х) 
+ В къ 1—n4 ENS чә 


又 如 王仁 宏 引入 拟 Hermite— Fejér 算 子 W.(f，x)， 则 要 它 适合 如 下 插值 条 件 ， 对 
k=1，2，…n 有 
Wat, ха) = (ха) 
W: (tf, ха)=0 
Wf, —1)=W.(f#, 1)=0 ` 
从 而 有 


W. D= È кю EO аи (ну) 


( 3.0% (x) ) 
cx) 0) 


关于 其 它 不 同类 型 的 Hermite— Fejér 型 插值 算 子 ， 有 兴趣 可 参阅 P.Vertesi 和 H. 
H. Gonska 的 工作 。 


$42 Vertesi 有 理 插值 型 算 子 : 设 D= 0—1, 1), Xn 次 第 一 类 Chebyshev 多 项 
ТХ) f Ф A xa mcos Та (k=1, 2, en) НИН, TRER BO 
na) a) I 
n 


E 116%) |* 
ii 
其 中 oo fil G)o С 7x4) Т0. ， 得 到 第 一 类 的 Vertesi АГИНИН ИТ 
Qi XE Fft€c (—1, 1), n€ Nfl a>0, 有 
OIM 


О.а, Я (xa) n »x€ (- D 
k=1 Ы] 

je 
BROO (220) Жс (1,1) НЯНЯ ТН LO, O 1 = 160), 
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类 似 地 ， 取 n 次 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 U.(x) 的 零点 Ёш = соз Et (к=, 2! 
тп) ЖАН, TERIO 
iaa Паво: _ 


z з” 
j=1 


"Т Ср а дд ，c>0， 得 到 第 二 类 的 Vertesi WA 
值 型 算 子 Q! ,对 每 个 EC [一 1，1) пем fla>0 有 
人 Go = к Quen Fixe coo D. Bis Qd 
к= 


10 о" 


c (—1, 1) 到 自身 内 的 正 线 算 子 且 其 范 数 从 4")| =1， 
例 3 Sikkema 一 Bernstein WF. D= (0, 1), Won 为 插值 节点 ， 其 中 


xn 二 ao， 全 一 0+ (п +оо), ПН ОУ ра (х)=( р) хах) "t (0 
1，2，…n)， 得 到 sikkema— Bernstein WF Ca: 对 每 个 fEC (0, 1) 有 
c. 0-2 t (E) 4G) x€ (0, 1), 
=0 X. 
明显 地 ，C。 是 C (0, 1) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 且 其 范 数 IC。l 1. 
应 当 指出 ，Sikkema — Bernstein 算 子 C。 与 Bernstein Ж В, 的 不 同 点 仅 在 于 
Bernstenin 算 子 的 插值 节点 xa = КЛЕ (0,1) 上 是 均匀 分 布 的 , 而 Sikkema 一 Bernstein 


算 子 Cn 的 插值 节点 xa-k, 在 (0, 1) 上 是 “几乎 ” — RU, Ш xoi Xa 


=L Cn- 十 co)。 


2.3 概率 型 算 子 


应 用 概率 分 布 构造 的 正 线性 算 子 称 为 概率 型 算 子 ， 它 们 大 致 可 划分 为 两 类 ， 一 是 利用 
格子 点 分 布 构造 的 正 线性 算 子 ， 这 类 算 子 称 为 Bernstein 概率 型 算 子 ， 二 是 利用 独立 同 分 
布 随机 变量 列 的 随机 和 分 布 构造 的 正 线性 算 子 ， 这 类 算 子 称 为 Feller 一 Trotter 概 率 型 算 
子 。 

首先 讨论 Bernstein 概率 型 算 子 的 构造 。 设 是 具有 格子 分 布点 { р(х) } 的 随机 变 
量 ， 即 概率 
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P( jn) 


Epix)—1 (xEJ)， 共 中 了 表示 区 间 (0, 1), (0, eo) 或 (一 <， 二 co)， 一 般 要 求 
j 


mOG)€cQD. мм {а} 2.1295 同 分 布 的 独立 随机 变量 列 ， 记 т, = EB * 
=1 


Ст.) = р(х) (E). 
ИМЕ ДЕНТ АР: { Р(х) о, FER 


ái 
= px)=1 (х2), 
j 
比 外 ， 我 们 假设 x.. 是 pa G0 唯一 的 极 大 点 ， 对 每 个 fEC(J) 和 nEN, 令 
o Laf, x)= Еї(х)ра(х) (x€J), 
ут. ЕСО) Н АИИ Т, B GC3RIL.I=1, ПЖ L.X Bernstein 概率 型 Я 
T. 
容易 验证 ， 由 二 项 分 布 ，Poisson 分 布 以 及 负 二 项 分 布 将 分 别 导 出 Bernstein 算 子 ， 
52052 —Mirakjan 算 子 以 及 Baskakov 算 子 ， 更 一 般 地 ， 我 们 可 应 用 生成 函数 定义 格子 点 


分 布 , 进 而 给 出 一 类 较 广 泛 的 Bernstein 概率 型 算 子 。 设 CAL) rem CAZ0) 是 已 知 数 


E 
Я» зовж оо) E Aut 的 收敛 半径 为 R。 又 设 AQOXE (0, R.) 上 连续 单调 增 


加 函数 且 2(0) 二 0 并且 映照 (0, К.) 为 0，R)， 这 里 R; ，R 都 可 以 是 十 ce 的 正 实数 。 
令 


p.607 А09), хе (0, m). 


Й РУХ) ЕСС (0, R)EN 
E ch x€ (0, Ri). 
用 Eo 表示 具有 格子 点 分 布 { Р(х) } 的 随机 变量 ， 即 
Р(ь=]) = по) А009) ; 


又 设 (RO i=1 是 与 名 同 分 布 的 独立 随机 变量 列 ， RE тА 


式 得 到 
^ SE T 
p) = P(n.=j)= $96) 
ee ОИ 
ј=0 


1 


易 证 ， 对 每 个 nE N, PARA (AI) уг 0 的 生成 函数 为 


s* у= At” xi; x€ (0, Ri). 
j-0 
d ЛЕС! (0, Ri), WA 
LO) im j GOS (469). —nàG04' GOS' (2), 
Pai’ (x) = р„(х) ÍGOSQ GO) 


因此 psi(x) 的 极 大 点 xi 适合 如 下 方程 ， 
4608s Ох) j. 
SQQ) п’ : 
шш, w 20057 GOD Ms AGOS' (3)... x | 
wm, SOT OU ua, win od, s AOS СӘ E (oec), 
=: 
则 有 x, aij] 
© 
ПАНК 500= E др! 0<x<R) 和 变换 因子 4(x)(0<x<R1》， 
j= 
得 到 C Co, Ri) 到 自身 内 的 Bernstein 概率 型 算 子 ， 对 fEC (0, в) 


1. 3-5") s aoc) A(x)iy x€ (0, R1). 
其 中 А; ОШ Ра 5°(х)= E EA "xi 确定 。 
j 一 0 


BH 50) =1+х, 200). (x€ (0, 0), Мха= 1, a (5), F 
是 得 到 Bernstein t F B.: 对 fEC (0, 1) 有 
в, (f x)= E EG )xa-2* , x€ to n. 
= 
M2 90) 07, д0) х (xE (0,99) Rr xm, Am D, 于 是 得 到 
Sz6sz 一 Mirakjan Я $,: XE f€ C (0, оо) 有 
в, x)me E (Q 99*, xe co ©), 
` j=0 
йз 50) = 01-х) * (a0) , A= ES (x20), WE xu, 


一 一 ， 于 是 得 到 广义 Lupas— Baskakov WF Vasa: 31 t€C (0, © ) 有 
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rë г@+ў x 
= j> 
Vett) = Q га) аж” 


特别 当 a=1 时 为 Baskakov Ж Vao 

例 4 取 5(х) = (1—х) 71,40) =х(хЄ (0,1) )， 则 有 x, нір ctp (211—3) 

于 是 得 到 Меусг — Колів and Zeller 算 子 M。 对 每 个 fEC (0, 1) 有 
m : м 

м. 0-Е ОЧ Dxia—x)5 x€ co, D. 

其 次 讨论 Feller Trotter 概率 型 算 子 的 构造 . Ж Ch) in 是 概率 空间 (Я, A, P) 
上 与 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 ， 又 设 随机 变量 5 的 数学 期 望 E5 =0(x) (x EJ)， 分 
# BC FE) =P(@l Е (а) < (EC, o2), E 5-2, b, ВЕЖЕ 
积 定理 有 


Жл; 
Fa(Ú= (Fe Foe рО) = РГ ©. 
对 每 个 fEC( 一 co， 十 co)， 令 


+оо 
в. х)= | Ков, (0; хез, 


W Р, 是 С(— оо, +оо) Я] c(J) 内 的 正 线性 算 子 。 由 分 布 函数 定义 导出 
+оо 
в. (+ »= | Ne MES, x€J. 


通 夭 F。 为 Fellei-Trotter 概率 型 算 子 。 

因此 只 要 选取 适当 的 随机 变量 5， 可 得 到 相应 的 镍 认 弄 算 子 。 

70 ПБУ», гд ЛОТЕ БАА, RES, БИШЬ nx, NANE 的 正 态 
分 布 ， 所 以 


T iud 1 f. (t—nx)* 
г, CD= bx L exp Сп) ш, 
因而 得 到 Gauss— Weiérstrass 算 子 : 对 fEC( 一 eo，co) 有 
Gs х)= | дағ, (9 


= kes 
={ a | КОехр{ —п(ї—х)* ) dt; xE( 一 co， 十 co)。 


$6 @&ЖАЯ Gamma 分 布 的 随机 变量 ， 其 窗 度 函数 为 
16 


DV v ett 120 


1 
g(t)= | г) 


其 中 r>0，v>0。 
жут, W Ei-lox GB)» WE 


t<, 


© 


sre) = сета 020 
因而 得 到 Pest 一 Gamma WF: 对 fEC (0, ©) 


н. x)= [коа f, t Gero 


= [Ото ) Зак (6,9) 
OD TGXOx)* * ,99)). 
ҖИ, #r=1, WE=v=xGü) WA 

dFs (O7 TGD tt edt (420), 
因而 得 到 Gamma WF: 对 fEC (0, <) 


в. (f, x)= fe арз. (t) 


Huy Гете (x20). 


2.4 Kantorovich 型 算 子 


Kantorovich 型 算 子 是 Ln(p 之 1) 空间 一 类 重要 的 正 线性 算 子 , 它 是 由 Kantorovich 
首先 研究 的 。 

首先 我 们 给 出 基本 Kantorovich WF. B I= (0, 1) 或 (0，co)，I 是 两 两 不 交 的 
有 限 半 开 区 间 列 ， 且 1=U I， 对 每 个 fE Lr(ID) (p>1) 和 nEN， 令 


к 


к, x)= nl" | каш xem 
I 


其 中 [n] 表示 区 间 1, 的 长 度 ， 并 称 К. 为 基本 Kantorovich 算 子 。 可 见 算 子 k, 将 每 个 
TELC) 映 为 1 上 阶梯 函数 。 对 p> i Holder 不 等 式 得 到 


ii, qum Cf, In cron Рах); 
=(Ẹ fi, Ico rax)s 


и 


Eau f ioy 
«(Qu | „юш il) 


«(E | шыл? estate, 
L 
所 以 基本 Kantorovich WF К. Ж 1+) (021) 到 自身 内 的 压缩 正 线性 算 子 。 
关于 半 开 区 间 u 有 如 下 三 种 常见 的 取 法 ， 从 而 导出 三 种 基本 Kantorovich Ж 


D 设 I= 00, 1), Xn-(. 5, EH) Goo 2 =n), 
则 对 fELe (0, 17 


k+1 
wid 
ki" qs m (aD [ү 10095 xe( E, EED, 
ntl 
зу j= (к п+1 = E 
п) R = (0, 1), R n-| cR nperi) 706 b 2o» BA 


161» (0, DA 
ki 


KDC x)= "kg een fatt Кыз xef X, ЕН). 
n+k 


ш) Ë r= (0, ө), R (К, EE) (k=0, 1, 2, <), МАНЕ, +00) 
有 
k+l 
к 3 fi^ tudu хє; к, ED 
к 
现在 我 们 应 用 基本 Kantorovich 算 子 和 某 些 正 线性 算 子 的 复合 ， 导出 一 系列 常见 的 
Kantorovich 型 算 子 。 
Bii 由 Bernstein SET B. 与 K;') 复合 得 到 如 下 Bernstein 一 Kantorovich WF 
Pas 对 每 个 fE Lo (0, 1) (p>1) 有 
P.(f, x)=(B,K{ )(t, x) 
к+1 
оне NC RE t(u)du)paG); x€ (0, 1) 
ntl 


其 中 pa) = (р хх)", 
Bi2 ii Szasz 一 Mirakjan 算 子 S, 5 К?) 复合 得 到 Szasz— Kantorovich 算 子 St 
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对 每 个 fE Le (0, со) (р>1), 有 


510, X) -(S.K'? (t, x) 


š k+1 
=. E( Je Gauss x€ (0, о), 
n 


其 中 so (х)=е- О 


例 3 由 广义 Lupas 一 Baskakov 算 子 V。，e IKG? 复合 得 到 Lupas 一 Baskakov 一 Ka 


ntorovich Ж тУт (a>0): XI t€ Le C0, о) (p>1) 有 


a 
Уа х) m (vo) x) 
k+1 


оо E 


=- ja (uddu) (з x€ (0,99) 
n 


г("+к _в_ 
其 中 ы оо =. GI алана 2 


k r(e) 
а 
014 由 Meyer 一 Kinig and Zeller WF M, кая Meyer—Konig and 
Zeller—Kantorovich 算 子 MI : X t€ Le (0, 1) (p21) 有 


Me (t х)=(м.к@) x) 


k 
TET 
=Ë (тюнер ЛЕН caa) 
к=0 a nik 


其 中 шо = (t E Doi). 
ЯНАИ, Фо) f fCt)at， 由 计算 容易 证 实 如 下 关系 


P.G, x) 5-S-B.a(F, x); x€ (0,1), 


S? (f, 3) - 3-5. C x); x€ (0, =) 


a(b ®=-Д у, (P, x) x€ (0 ©). 
L, ЖЕ@#Е} T. B x$ f(x)20 伍 有 Art. CF, x)20, #% 


Ue. ха. (Е, х) 


зк 


因此 , 若 


7) Kantorovich 型 算 子 。 
-类 重要 的 正 线性 


2.5 АЛИТ 
3 “和 型 积分 算 子 的 研究 有 较 大 的 发 展 ， PN 
ES 238 ҮЧЛЕ J. L. Durrme;er 首先 引入 的 。 
жї= (0, 1) X Co, Fee), Жп ЖЖ n Hob oo FEA CA уш, ЕТ 
а" 


КЕТА 
上 适合 如 下 条 件 ， 则 说 (40 } PLU 是 工 上 指数 型 核 并 记 作 Сла) обе 
270 (0<K<n*) R 


1) XIx€r, 2 
п. 
E AnQ0-1 
k=0 


其 中 1° 是 I 的 内 核 , 
П) An ECOU) (0<k<n') 且 满足 关系 武 ， 
x(1--ox) 2, (к) = (nx) 44 (x) 

其 中 а= 一 1 或 220 ВХ) x € 有 x(1+ax)>0。 


由 计算 得 到 
1) а= 一] 时 ， 则 I= (0, 1), п= fi 


st(x) 一 Puk(x) 一 ( к хх)" 


и) fie20M, Wj I= (0, co), п’ = +оо 
p 250 
am Ы (х) = pn 
" | 
G HE xt (1+ах) ` а; 
м T(2) 
下 文 约定 对 s>0 j 
r(5-43) i 
М о) 719 a ө (жу К (аха). | 
urG) 


X& (а) h EEb 用 有 表示 1 或 0 XEL (E 
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4бб=(а+281—1) [| Ow. онла оС: 


ж к>, шрам, ФФ.) 00), XXE To Co, 1) Pint =n, 4d. (D) £C; 
由 计算 得 到 


patatie . TA torn? 
GP! шагу 28-1) 


现在 对 每 个 EL:(D) 和 nEN， 令 


s (j=0 1,2). 


7. D= E 146994(0 (€, 


称 它 为 混合 指数 型 积分 算 子 。 特 别 地 ， 我 们 有 


BH ла) =x) (0<к<п),а=[=1 ЯП Ie (0,1), # В=0 
得 到 Durrmeyer-Bernstein WF: 


DG эд= В раба) [| Кора хе co D, 
#? p=1 得 到 修正 的 Durrmeyer-Bernstein #7. 
~ ”1 d 
B. (t, х) = Кор. GE ваба) [| fp. ni Ctt COP 69 
= ° 


x€ (0,1). 


Bi2 з„(х)=н.(х)=„(х) (K>0), 则 а=1=0 fü 1— (0, о), 车 p=0 得 
到 :Szasx-Mirakjan 积 分 型 算 子 : 


S.C х)=а E зб [Tisas x€ (0, =). 
k=0 ° 
3$ В=1 得 到 修正 的 Szasz_Mirakjan HF: 
1 За, x)=t()s,.,GO + š s. (x)n Í osa. Ot. 
k=1 0 

例 3 WaGO-uaG) 7b (х) (K>0, а>0), 则 I= (0, ©). ж В=0% 5 
Тлураз-ВазКакоу 积分 型 算 子 ， ^ 

vi? (S у= E MP CO) fout? (Dat x€ (0, ©), 

к=0 9 ы 

Ж В=1 得 到 修正 的 Lupas-Baskakov WF: 


^ oo со 
за, декоыл (+E Pi GOGH) | ды, (Ош. 
ты o Oe 
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2.6 代数 卷 积 算 子 
设 I= (—1 D R С-г, r), 44.) ГЕЗЕЯ, ВЮ Borei WE, H 


а=, 


应 用 Borel 测度 d2, (t) 构造 正 线性 算 子 有 两 种 方法 ， 其 一 是 Landau 型 卷 积 算 子 ， 二 是 
Wood 型 卷 积 算 子 ， 我 们 统称 它们 为 代数 卷 积 算 子 。 
1 


首先 定义 Landau WHEBUETL,, йт=(—1, D Xe ten - +), 
4 
+ 


ы @ o= f Qu Goose [=s Lj 


# då (t)=C,h.(t)dt, JEH h СОЕ (—1, 1) 上 非 负 连续 偶 函 数 ， 且 


с, j h,(t)dt=1, 


则 有 1 . 
+ 
1. ос, {Ohta хе (-5 +). 
#1 Landau 2 T-1.; Wh, ()—(1—0)*) t€ C71, 1), W 
y oce i Fn+DF (E 
c - | 人 › CD 
IUE Г(а+®), 
于 是 对 每 个 1ELi ( —4, 1) 和 nE N， 有 
Г(п+3) 
LG, x)= — erp 


+ E 1 1 
— [Г Oaa- аз xe( - 1, 1). 
TaD rG) Li тт) 


明显 地 ，Iandau E с [-1, L) эйе TE rec (1, 


EN 
2 
号]，1.(D 是 次 数 <2n 的 代数 多 项 式 。 


其 次 定义 Wood 型 卷 积 算 子 W。: 设 I 一 〔 一 rr] ,对 每 个 EL (0, г) fin€ N, 
令 


w. x)= f COM. C x€ (0, D, 


特别 地 ， 若 d4,(t)=C,h.(t)dt， 其 中 h,(t) 是 (一 r，r) 上 非 负 的 连续 偶 函 数 ， 且 
22 


< 


т 
с. [| matt, 
E: 
则 有 
Walt, 3) 7 c, f Ob. idt x€ Co 2. 


#2 Wood-Landau EF W.: XX h,(0— (17005, t€ C71, 1), WX S 4 
fEL (0, 12 有 


Wh.(f, x)= 


+3: 
2 .f ро) х) "dt x€ C, D Í 
Га) ГР) `° 
o WESS, И. 是 C (0, 1) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 ， 且 对 每 个 tf EC (0, 1) , W.) 
是 次 数 <<2n 的 代数 多 项 式 。 

作为 代数 卷 积 算 子 的 特例 ， 我 们 讨论 由 峰 形 函数 产生 的 奇异 积分 。 р(х) EC (—r, 
r) (1>0) ЗНАК, HLX 0< lxi <r di oco (x) 1 和 pC0)=1， 则 说 p(x) Ж Cr 
r) БМ. 取 h(x)=p*(x) (хЄ (>r r) )， 记 ` 


т 
cuf n Qa f. p* Gt, 
ki -r -r 
dtocb-a&r, XI 1€ C (а, b) + 
b š 
@,(t, x)=c, Í (pCt—x)d1; €x (а, b) 
а 


ЖЕНЯ. 
BARE DS (x€ Con r 0,00) 1—0), (x€ Cos, r) ) 和 
p(x) = соз? (x€ (~r, я) ) 都 是 峰 形 函数 ， 我 们 有 
Bis 记 
c= f° ernt dty 


-=F 


取 p(x)=eX 得 到 Weierstrass WEW.: 对 每 个 fEC (а, b) (о<Ъ—а<т)1Г 
~ b 2 
WCG Dsc fi DETE at хе Ca, b) 。 


最 后 应 当 指出 ， хал Landau 型 卷 积 算 子 ， 还 是 Wood 型 卷 积 算 子 ， ЖЖЯЯЖ 
保持 的 算 子 ， 因 此 对 其 逼近 性 质 有 一 定 影响 ， 现 在 引入 一 ша аны ыны 
SEPA 设 I= [一 1， A ，he(b 是 I 上 非 负 的 连续 偶 函数 ， 且 


cts f h, (Ot, 


E 


B 


又 设 g(x) (0, 1) 上 的 权 函 数 ， 使 得 对 YtE (—1,1) , x€ (0,1) 有 x+tp(x)E 
(0, 1) 对 每 个 EC (0, 1) fün€ N, + 


ль =C, Í fGeFteGOb (вы x€ (0, 1), 


WA A (1, x). A(t, x)=x, Ш М Л, 是 线性 保持 的 正 线性 算 子 . 
94 Xa (=t) t€ (—1, 1) 和 g(x)=x(1 一 x); x€ (0, 12 ， 此 时 有 


coU ео TD орен 


— Àj ‚ 我 们 导出 修正 的 Landau Fh: ЖР ^ t€C 
IET NECS | 
(0, 1), n€N# "ag А 
M L — 
КО x - 5D. f f(x-tx(173))(1— tdt x€ (0,1). 1 
2.7 HESRXET 


设 Q 是 确定 的 实数 集合 ， 对 每 个 PEQ，dho(t) 是 (一 +"，x ) 上 有 限 的 Borel 测度 ， 


a E 
xfowO-s B 去 人 em em 


特别 地 ， 当 du, 是 绝对 连续 测度 ， 即 dk*(t) 一 xo(t)dt， 则 有 x。ELi。 且 


2р7 саз. 
= f. (t)dt 
ЕЛ text. (їчр<+=), Ф ` 


1 * - 
10б) нар) 02 ta, 
-x 


称 它 为 周期 卷 积 算 子 。 
首先 我 们 证 明 ， 对 每 个 EX3. (1<р<оо) A (NEX. Н 
Ы ees 


Wb, уре +оо}, HfCC., BI V> 3020, RU |^ x] <6 时 ， 有 
Шад х0) (к 0) le, 


1 я 
«if wo. 


因此 有 
ра, xax) 7L 1 1 f” r; x—D—r— lu, (9. 
Е 
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«tf. Jaso 
从 而 得 到 (NEC TÆN VIEC A 
1 (= 
int, «In. — f EPOD 


' 而 当 1Sp< 十 ce Bl, dif€LL. 利用 Minkowski 积分 不 等 式 得 到 


Obel f" inscia) 
RE 


"E 
«G; | Gc Г reor 090 a) 


L | 
«us f^ шл. 
从 而 得 到 T(t) € LÀ. 由 上 述 不 等 式 号 帆 ， 对 1e pe eoo 有 
T 
ПА (хх SE S e. 
特别 地 ， 当 4„>0, ЖЯ Гү. у, SL XEL, x)=1, ИЖ 


ПИ хх TE 
其 次 ， 对 一 般 的 Borei WE ан., RIIA 
{ л 
£ desa =] seo. 
事实 上 ， 因 为 对 每 个 fE Cis 11,00 ЄС. АЕ (-z, л) 使 得 
1,001, «= тах | Lt, x)| =1,(t, хд. 
Ix] <= 


另 一 方面 ， 由 算 子 范 数 的 定义 有 
Il cuu). 7 ВАР 1001, 
Ше: .=1 


ир Ds хд ыр 11. f” toato] 


Him). dmi 


К" 
=E нею. 


应 当 指 出 ,车 du (t) =x,(t)dt 是 绝对 连续 测度 ， 则 对 YfE Li。(1<P<+co ) 有 
M(t) «281,15, 
所 以 有 
Tt. псы» np) She 
由 对 偶 关系 可 以 证 明 ， 对 pol 上 式 等 号 成 立 , W Il (ү, ‚үр 7211, 在 第 三 
章 我 们 将 证 明 对 1C<p<<co 上 式 的 等 号 一 般 是 不 成 立 的 。 
最 后 我 们 列举 一 些 常见 的 周期 卷 积 算 子 : 


#1 Fourier Я S.: 对 nEN， 取 
du, (t) D, (а 
其 中 2n+1, 


# 
则 有 二 [^ о,(ош=1, m D. COJERIES, RHEN 
"š 


їр, = -三 -an+oCD。 


事实 上 ， 
2n 十 1 
i 
ю.һ=-1— | [з "Jat 

ш. 2вїп- 

2 

л ты (2 ++ 
=1 £t] ET =1 iPu (etg j sinnt--cosnt )|dt 


2sin- 


a 
=4 f DE (etg 2 sinnt+cosnt | at, 
由 于 ctg 直 一 (0, л) PR, ЖЩ 
a 
L Г [Сс ; —Ż)sinnt+ cosnt | ао) 
因此 得 到 


т 
[XP -ij inni qo) 
i 


k+! 


1 ^n ^ [sinnt 
==. sinnti at o(1 
Tk-l^ka. t ies 


= 1 
=1 Ps шек се EET 
ж, sinnt È t+ ы а +0(1). 


n—l 
利用 Euler РА, „Z, /nn+o0), x t€ (o 


в-1 1 E 
luu dm ri Inn-O(1). 
n 
因而 有 
їр, =-2 Inn+o(D 。 
* 


现在 对 EXI, (1€ p o9) , 4 
1 (я 
salt, D= 5200 = 二 | х0) 
-я 


则 其 范 数 
IS! Cxt,, xt.) «а.» 
НМ p=1， 十 co 时 等 号 成 立 ， 即 


LIONS 


~-r inn (n9). 
#2 Fejer Жо,, 对 nEN 取 
du, (0 — F.(t)dt 
其 中 anti, Š 
ы 1 sin —— t 
ат) >, 
i sin; 


ED 得 到 


TIS] (ы, мо 一 21D, 
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л 
M Ep дан B F.(D= ! + E ek ) cockt， 称 B.(t) 为 Fejer B. 


XH 1€ ХЕ. (1&P& Fco ) 有 
+ gin ntl 
c.t, ete FG) = эстуу | 16-00 2 ) as 
CE sin 
2 


ал, єх, 有 


с, (ui 2 > 5.00). 


йз Заскоп KJ. XE n€ N, Ж 


du, (t) =K.(t)dt 
其 中 aH, : 
km (E) 
sin 
2 
.这 里 常数 av 使 得 


+f к. (t)dt=1, 


-x 


‚ Bura. уе” +e), fk K. (029 Jackson Ht, 


DES 
对 每 个 ТЕХ. (1<г<+оо), Ж 
й п+1 
1 навко) f^ rem Tnt at. 
* "= sinj 
$4 Јасксоп—- А (Y. Matsuoka) fE T Jas ьа XE n, p, ЧЕМ, № 
du, (t) =K.,..()dt 

其 中 sin? PEL 
Киви (0) С. зона 


sint" т 
XB с. „>. 使 得 
i Joss ann. 


特别 地 ， 当 p=q=1B, H K. ú, (OO F.CO № Fejér #, ifi p=q= 2 5l, 
28 j 


Ж К. 1, (t) =К. CO Ур Jackson Ë, 
对 每 个 EX. (1€ p oo ) 有 
За x) (f Киз оа) О) 


#15 Vallee—Poussion WF va: X n€ N, Ж 
du, (t) —v.COdt 
其 中 


MOL i. (205) Ç 


1 о уу eem 
73 *,I aO) eoo 


niil Г va (t)dt=1, ЖЕ Vallee—poussion Ж. 
-x 


AH. fEXL. (1<рӯ+оо) ж 


у. 3m (tv GO ND | по) (ввоз 1) "an 
pt 


容易 验证 ， 对 fEXi。 有 


1 


= 
0 = LEG aD mire (Doi 00). 


83 周期 卷 积 算 子 列 的 收敛 定理 


3.1 通 近 恒 等 核 


皮 Q 是 实数 集合 ，P。 是 Q 的 极限 点 ( 有限 或 无 穷 ) ， 对 每 个 EQ， 由 。( 中 是 C r, 
m) 上 的 Borel 测度 ， 若 对 :PEQ 有 


А 
2 f aosan f” о а 


ЖИ (ар, } seo 是 Borel 测度 核 。 
38 (du, } oeo 是 Borel 测度 核 ， 且 适 台 如 下 条 件 ， 则 说 { dh。} .es 是 逼近 恒 等 核 ， 
1) 存在 与 p 无 关 的 正常 数 M 使 得 对 YEQ， 有 
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‚т 
и. | las eMe 
-x 


п) 对 每 个 确定 的 5 € (0, л), A 
Lim |а, =0. 
р-р, ó < t| <= 
特别 地 ， 若 (duo) cof EB, Bldu (02-0 (060) 则 条 件 1) 自 然 成 立 ， 有 时 也 称 
只 适合 条 件 i) 的 Borel 测度 核 {duo } veo 为 一 致 有 界 核 。 其 次 ， 若 对 PEQ 有 上 lo。(t)= 
xo(t)dt， 且 对 每 个 6E (0，zx) 有 


Lim sup lxo(t)| =0, 
р-р, д<ї<л 


则 条 件 0) ERE. 
Sil Шлем, da, (=Z (ад 1(0-48.1(0), Ж тад, dm # x, 点 的 


Dirac WHE, W (да, ) ,ex 是 逼近 恒 等 核 。 事 实 上 { да, } ,es 是 正 核 ， 且 对 6E(0，z) 可 
选取 正 整 数 n 使 得 当 n>no 时 ， 二 之 6， 于 是 当 n>ns 时 ， 有 


da,(t)=0. 
ô< I] <x 
412 еде (E, CO ) „екн, 1З: Е, 对 每 个 5E (0,л), Уп oot, 
d К 


вир F.(0« —L—. — 


а< Е 2+1) m Ts 


例 3 Dirichlet # ( D, (t) ) ,ex 不 是 一 致 有 界 核 ， АЖ В, ЖЧ 
п Боо 时 有 
2 


1D, — ln, 


3.2 强 收敛 定理 


0 (1, ) veo 是 相应 于 Borel 测度 核 { du, } veo 的 卷子 算 子 族 ，I 表示 X? ,上 的 恒 等 算 
子 ， 现 在 建立 算 子 族 (1. } veo 在 xi .上 的 强 收敛 定理 。 
定理 1.3 若 { dh。} veo 是 逼近 恒 等 核 ， 则 对 每 个 fEX3 (1<р<+ео), Ж 


Lim 11,00) 10у =0, 
0-р, 3: 


即 当 p-=pu 时 , ь т. 


证 明 首先 注意 到 、 对 每 个 Ex? (iSp<+e), 有 
30 


их 


л 
га, х) 10) 1 f aada, 
я л 


于 是 应 用 Minkowski 不 等 式 得 到 


а 
а Hus <} | reo xg Ol, 


ЖК, h r€x;. (1р +оо 


+02), ЖУг>0, I>, f 


Е << 
ч <ам, ж Е 
М0 0С) xr е» 
因此 得 到 
2и! хї 
па) ка «Mer — ХЕ» (ls, 
ô< |t] <= 


Jt b MAKIN RKB 8 Br E X rR AGE 0) 给 出 的 正常 数 。 


Je, Я д D0 (ЖИ ДЕ (0, z), ied П) 并 注意 。>0 是 任意 的 ， 所 
所 有 


Lim 11,00) хр, =0, 
Dp, fe 
证 毕 ， 
出 于 Fejer #4 CF, C) ) „єн 是 通 近 恒 等 核 ， 所 以 出 定理 1.3 得 到 
推论 1.2 HAS IE X5. (1<p< 十 co ) 有 
Lim lo.(D -tl qr c0 
SEXE Y S 的 断言 ， 揭 示 了 退 近 恒 等 核 命名 的 实质 ， 不 过 人 们 要 问 对 t€ Lon, ius 
的 结论 是 否 成 立 ? 回答 是 否定 的 ， 因 为 对 于 fEL2% 没 有 积分 连续 性 可 以 利 必 ， 但 是 ， 
我 们 可 以 证 明 ， 在 L^ E To( 人 仍然 是 忆 收 敛 于 工 的 。 
定理 1.4 # (du, } veo 是 鼻 近 恒 等 核 ， 则 对 每 个 YE L2 有 
R^ 
1,00) = Coo) 
即 对 V € Ln 有 


л 
Lim de | ue, обо J osoa. 


El 


зз ”一致 有 界 卷 积 算 子 列强 收 剑 的 充 要 条 件 


VE {Ie sco 是 对 应 于 Borel 测度 核 { dh。} veo 的 一 致 有 界 卷 积 算 子 族 ， 特 pe, # 
(dh, } seo 是 一 致 有 界 核 ， 则 { 1。} veo 必 是 一 致 有 界 的 ， 但 反之 不 对 ， 例 如 ，Fourier № 


子 列 { 5, } „ен ELI. (1<р< +оо) 到 自身 的 一 致 有 界 列 ， 可 是 相应 的 Dirichlet Ж 
(D. ) ,ex 并 非 一 致 有 界 核 。 


现在 讨论 一 致 有 界 卷 积 算 子 族 强 收敛 的 充 要 条 件 。 为 此 首先 注意 如 下 事实 ， 设 fE Хи, 
(ї<р<+=юо), H 


+ 
ft(x)— E t^e", 
^ 
其 中 tf (kK) 是 了 的 复 Fourier ЖЖ. X Ut dus (x) (PEQ ) Æ Borel WEH, 
+оо 
du,(x)— E иу (К) енк", 
一 oo 
其 中 uy (k) JE du, 的 Fourier 一 Stieltjes 系 数 ; 


M = [28% dus), 
则 对 k EZ 有 
L,CO^(e) = (t * du ,) (k) ={^(ю)ну(к) (3.1) 


Е» Banach —Steinhaus 定理 的 应 用 ， 有 
定理 1.5 设 { I} e: 是 一 致 界 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 个 EX (op ro) 有 


Lim 00 xt, 79 (3.2) 
的 充 要 条 件 是 对 每 个 kEZ 有 
impu д 


证 明 => (3.1) 导出 对 每 个 kEZ 有 


E 


(„(0-0^к)=ь(0^@ю—г^(кю)=?@) сир), 


x шооч | L f^ (G 3)7192) e ad 
z 


<= I (t, эд—гбд14х<1,(60—1 у; 
гта саа a xis 


所 以 出 条 件 ( 3.2 ) F, HEA EX 和 kEZ 有 


CODI (2иу(к)—1)=0. 


特别 地 ， 对 每 个 确定 的 kxEZ， GG) meis Rr (2-1, m (3.3). 
e)n 


n 
A= [TWIT 2 сек}. 
k=-n 


Hi Weierstrass 081, Ж АДЕХ:. (1<р<+о°) 上 稠密 。 由 条 件 ( 3.3 ) 导出 ， 


对 每 个 TEA， 有 


Lim IL(T)— TI. 


1xí,20 3,4 
РЕТ =0 Tix: (3.4) 


事实 上 ， 设 T(x)= E cem: M (3.1) 得 到 
ы 


n 


I(T, x)9(T* di) G2 — : * ci, Q^, 
k=-n 


因此 de 


LCT, 3)-TGOl <. uY (0—11 са, 


=-п 
于 是 有 
n v 
ILC) TH y», SE a Uni] |, 

所 以 由 条 件 (3.3 ) 导出 (3. ж. 5 

最 后 只 需 利用 Banach Steinhaus 定理 得 到 对 每 个 1E x. (p21) (3.2) RRE. 
ER. 

由 于 ПА C0,,,cs.) 一 holBvy,. 所 以 由 定理 1.2 和 定理 1.5 得 到 如 下 推论 

推论 1.3 ВО, } cen 是 对 应 于 Borcl М НЫ Cen, } veo 的 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 个 
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t€ ci. Ж 


Lim 15-Й ,,,=0 
pps 
的 充 要 条 件 是 
1) (Cdi, } veo 是 一 致 有 界 的 Borel 测度 核 , 
П) 对 每 个 kEZ，(3.3 ) 式 成 立 。 
现 设 Borel 测度 核 { du, } ceo 是 绝对 连续 的 ， 即 对 每 个 pEQ， 有 
dit (t) — x, (t)dt 


ЖР», ЖЕГИМ сы, о 2000 类似 地 有 


PERIA 01, ) veo 是 对 应 于 核 {xo(t) ) ceo AE BUR T Jo НЕЕ, 


Lim [L,(t) —fli 一 0 
pp. 
的 充 要 条 件 是 
1) { xo(t) } oeo 是 一 致 有 界 核 ， 
П) 对 每 个 kEZ，(3.。3) 式 成 立 。 
应 当 指出 ， 在 Li, ( 1<p<< 十 ce ) 上 卷 积 算 子 族 T, 强 收 敛 于 ， 其 对 应 的 Borel 测 
度 核 的 一 致 有 界 性 仅仅 是 充分 的 ， 而 非 必要 的 ， 例 如 ， 对 Fourier WT S, 在 第 三 章 我 们 
将 证 明 ， 对 每 个 (€ Li. (1<p< 十 co ) 有 
Limi S,(t)—t Is=0, 


noo 


但 其 核 { D。} ,ex 并 非 一 致 有 界 的 . 


3.4 Turesky ИЗ Е 
设 { 1, } seo 是 对 应 于 非 负 的 Borel 测度 核 { du, } veo 的 正 卷 积 算 子 族 .关于 正 卷 积 Я 
子 族 的 强 收敛 ，Turesky 建立 如 下 等 价 定理 
定理 1.6( Turesky ) 设 {D )} eo Xi, (1 p&-eo ) EJE BW IK. WW 
下 命题 是 等 价 的 : 
1) 对 每 MEXE, C1&px roo ) 有 
Lim] LG) —fl yg —0. 


р-р, 


П) 4 G= { sinx，cosx} ， 则 对 VgEG 有 


Lim IL(g)—g!ye —0. 
p “ xi 


IDEM p>p。 时 
94 


(sin? )—0. 
у) 对 每 个 5E(0，z) 有 


Lim (jap-o . 
070% a< hl <= 
证 明 0 一 > 11) 是 明显 的 。 
и) 一 >)), 由 于 对 每 个 PEC2， 有 


л t 
1 (ише, 9-L j sin* 2 du,(t). 
-я 


t "ахаар (sa 
Ж NES з dm =L. 2 du,(x—u) 


=+ (бсозх(созх—1„(совш, x) ) +sinx(sinx—1,(si с, x) ) J 


利用 Minkowski 不 等 式 得 到 
(іа, 0)« (Поз = 一 L(cosu 1 ук +1" быти, 1х.) 
因此 由 命题 1 导出 j 


Lim t 
prps 1,( зіп?» 0)=е. 


m) ev), HFEA 66 (0, d 
1 f a0 —3—,— | intan, (0 
"б< l<e rsin š< lq <. 
<— EOR P 9), 
m 
因此 由 命题 ИВ, HEA SEO z)4í 


Аш | а„д=о. 
ô< || <x 
1) =). FEBRA OL BARAT KUME 1) 成 立 仍 是 定理 1,3 的 结 
论 。 定 理 证 毕 。 
由 Turesky 等 价 定理 ， 直 接 得 到 如 下 重要 推论 。 
推论 1.5 设 { Je } oeo 是 对 应 于 非 负 Borel 测度 核 { йн, ) seo 的 正 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 
+ t€x:, (1p too) di 


Lim lL()—: y; =0 
La 


的 充 要 条 件 是 { dus } „ео 为 逼近 恒 等 核 。 
此 结论 说 明定 理 1.3 中 的 充分 条 件 是 不 能 减弱 的 。 


推论 1.6 设 (L) ¿ok ERROR, ШН Exi (1€ poo) , Ж 
Lim |L(0)—tl 一 0 
Pp, xt. 
的 充 要 条 件 是 对 每 个 gEG= { sinx, cosx ) ./j 
Lim IL(g)—siyr —0. 
p-*ps ы 


这 个 事实 经 常 说 成 ， ЖА G= (sinx, cosx} 是 正 卷 积 算 子 族 (L) «6 ХЗ, 


(Grp +оо ) 强 收敛 的 试验 集 ， 这 是 有 趣 的 。 
对 于 正 卷 积 算 子 族 ， 由 推论 1.6 可 将 定理 1.5 改 进 为 如 下 形式 。 
定理 1.7 UE (LL) en 是 对 应 于 非 负 Borel WREE (ар, ) „во 的 正 卷 积 算 子 族 ， 则 对 


4^ f€XL, ( 1&p& oo ) 有 


LimlL(f)—tlh yr 一 0 
ppe xi 
的 充 要 条 件 是 
Lim wQ)-1. 
promis 2 
证 明 必要 性 仍 是 定理 1.5 的 特例 ， 这 里 仅 需 证 明 充 分 性 。 由 于 对 p EQ 有 


[202-1| 2e" G Ë є-"ан„()—1)| 


=|} Г е9 qu, (0) — e'* 
-x 


从 而 有 
xh H f ee дань cosx] c] ns 1| 
я l-g 


和 ' 
| ГГ асов, (0 нак а-а], 
于 是 对 每 个 gEG= (sinx, cosx} 有 

Ii) 7 gly z 12001)—11 


所 以 对 每 个 sEG 有 
Lim ll(g)—gl xr —0. 
Um 4/75! xf. 

H Turesky 等 价 定理 导出 ， 对 每 个 1EX3.( 1<p<+ 吕 ) 有 
Lim И„Ф-И ye =0, 
ppe xi 

证 毕 。 
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最 后 我 们 指出 ， 条 件 Lim мает 
Р-Р. 


1(*. 
Dima f "ар,=1, 
因而 等 价 于 对 任意 确定 的 xs， 有 


Lim y c7 a, (у= dix 
р-р.” "-x 
或 等 价 于 对 每 个 gEG 有 
Limt,(g, x,)=g(x,) 


=P, 
其 中 x。 是 任意 确定 的 ， 由 此 得 到 如 下 有 趣 的 推论 
推论 1.7 (UL) seo 是 正 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 个 EXE, (rcp +оо), 
Lim iL()-ti -0 
pr xi. 
的 充 要 条 件 是 存在 某 点 x。 使 得 对 每 个 8gEG= (sinx, cosx ) 有 


Lim L(g» хь) = (хо). 
0-р, 


84 Воһтап— Korovkin 理论 


4.1 5C(D) 上 的 试验 集 


设 D 是 至 少 两 点 的 紧 致 Hausdorff 空间 ， 由 Banach-Steinhaus 定理 ， 要 斯 定 CCD) 上 
一 致 有 界线 性 算 子 列 的 强 收敛 性 ， 只 要 检验 C(D) 中 一 个 基本 列 。$ 3 已 经 揭示 ， 对 于 IE 
郑 积 算 子 族 只 需 检 验 由 两 个 函数 sinx 和 cosx 组 成 的 试验 集 G。 人 们 自然 要 问 ， 对 一 般 的 
正 线性 算 子 列 是 否 也 存在 由 有 限 个 元 素 组 成 的 试验 集 工 呢 ? 1951 年 Bohman 和 Korovkin 
各 自 独 立地 解决 这 个 问题 ， 创 立 了 Bohman-Korovkin 理论 。 

首先 给 出 CCD) 上 试验 集 的 概念 . 设 T= (f(x), t(x), =fa(x)} cc(D), Ext 
4 y€D, fi£a(y) €C(D) (i=1，2，…m ) 使 得 对 VxE Df; 


Р) = B 2G) G)20 Ж] 
15 
县 P,G0=0 SARN soy, Miro (1) P 是 c(D) 上 一个 试验 集 。 


BI D= (а, b) 是 有 限 闭 区 间 ，T 一 {6) 5 = (D х x!) MTEC Са, 


b) 上 试验 集 。 事 实 上 ， 寺 每 个 yE (а, b), H 
рР›(х)=(у-х)*=у'1(х)—2у11(х)-+1з(х)22>0, Н py(x) 一 0 当 且 仅 当 x=y。 
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эз 


H2 Dee. те (0) = 01, cosx six), ЖТ EC. Ей 

试验 集 。 事 实 上 ， 对 每 个 YE D, W 
P(x) 一 1 一 cos(y 一 x) 一 1 一 cosyccsx 一 sinysinx ` 
=, (х) — созу, (х) —sinyt.(x) 20 

HX x€ D, ЖР,(х)=0 4 HAUS х=у. 

其 次 讨论 C(D) 上 试验 集 T 一 些 重要 性 质 ， 

引 理 1.1 B Tem (ft) i= 1 是 CCD) 上 的 试验 集 ， 则 存在 实数 a (im 1，2，…m) 使 得 
对 VxED 有 


PoS, Eat. (4. 2) 


证 明 由 于 DD 中 至 少 含有 两 点 ， 设 y1，ys ED， 又 设 T= (t) PL 1 是 CC(D) 上 的 试验 
集 ， 所 以 存在 а(у) EC(D)(i=1，2，…m)， 使 得 对 Vx ED 有 


Py,(x)= i HE G0fG)20, 
E Pr (х) =0 当 且 仅 当 х=у, (к=1, 2). 于 是 记 
Вх) = руг (х)+ру 0) = E а(х), 

і=1 


则 对 Vx €D 有 


P(x)>0 
证 毕 。 


引 理 1.2 Te (n) L | 是 CCD) 上 的 试验 集 ， 又 设 {TL。} ,ex 是 C(D) 到 自身 的 正 
线性 算 子 列 ， 若 对 每 个 ET (i=1，2，…m ) 有 
И, (в) —fileco =0, (4. 3) 
则 CL.) .e 是 一 致 有 界 的 。 
证 明 由 下 理 1.1 存在 实数 ai (1=1, 2, cm) 使 得 对 YxED 有 
PG) E atiG0>0. 
1=1 
因为 DD 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 ， 所 以 
minP(x)= >0 z 
хЄр € 
XO) yx € D 有 
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a P(x)>1 
出 正 线性 算 子 的 单调 性 对 nEN 和 VxED 有 

1.0, x) <a L,(P, x) 
所 以 1L,(Dilcm Sa(IL,(P ) —P ic» +IP le») 
шщ (4.3) 导出 


Lim IL,(P)— P lc» =0, 
neo 


因此 存在 与 5 无 关 的 正常 数 M 使 得 对 VvnEN 有 
IL. асс» < M < +оо, 
注意 到 ILI ссср), c(p)) == серу» 则 得 {L,} ех Ж CO) Я c(p) 内 的 一 
致 有 界 列 。 证 毕 。 
3181.3 &RT—(£) 是 C(D) 上 的 试验 集 ， 又 设 ( L.) „єн 是 C(D) 到 自身 内 
的 正 线性 算 子 列 ， 旦 对 每 个 ET(i=l 2, =n) № (4. 3). So) €c (DX D) 
且 对 每 个 yED 有 Ф,(у)=0, WA 


Lim IL. (D, yl, 79. а. 4) 


证 明 考查 DXD 上 的 对 角 线 集合 B= (Co y)| y€ D) HF Ф,(х)ЄС(рх D) 
且 对 每 个 yED 有 DB,(y)=0， 所 以 对 Ve>0 和 每 个 (у, у)ЄВ, TEE WIRU у)с 
DxD 使 得 对 V(x，y)EU(y, у)ж 
| Ф,(х) |<e, 
8 G= U Uym, МО ЖЭР, T Re (DX D)/GJUR St, Ф 
mo 一 min Р,(х)>0, 
(х,у)ЄЕ 


М=тах | @,(x) |. 
Goy) EF 


TAX V(x, y) €DxD'fr 
Ф,(х)<е Mp6) 


其 中 P= oy) &(x)， 因 此 ， 对 每 个 yED 有 


IL. (Ф,(х), y )i <L. (1Ф,(х)1, у) 
<= L.G, y) oL, ( P,(2),y) 


从 而 有 


[1 .(Ф„ y)icin = тах | L. (05,60, y)! 
xen 39 


CelLCDic + M пахі, ( Р,(х),у) 
ED 


mey 
= el LOL +-М- 10Р Уео 。 
е 


HUFXHET y € D, р,(у)=0, ВИ 

L, ( P(x), y) =L. ( P,(x), у) —р,(у). 
由 (4。3 ) 式 导出 

Lim lL.(P, y)lem =0, 


поо 


XE e>0 是 任意 的 ， 所 以 得 到 


Lim IL.(@, у)ісо =0. 
n +e 


证 毕 。 
4.2 Bohman Korcvkin 定理 
利用 试验 集 的 性 质 可 以 建立 如 下 Bohman-Korovkin 定理 ， 反 过 来 它 揭示 了 试验 集 
的 真正 含义 。 
定理 1.8 (Bohman-Korovkin) #@ (L. } .ex 是 C(D) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 
Tm (f) р 1 是 C(D) 上 的 试验 集 ， 若 对 每 个 14ET(i=1，2，…m) ,有 
Lim !L.(f)—fl 一 0 (4.3) 


мне tC CCD), Ж 
Lim 1..0) =0. 


ioo 
证 明 设 1 EC(D), X Vx, уЄр, + 
ок) 0) – 2100-5 
Б (у) Р (х), 


其 中 P(x) Jk (4. 2) А, 10,0 Єс(рхр), ПАЗ 1.5009, 因而 
ж 


Lim [L,(@, y)lc» =0. 


КЕРӘ 
由 条 件 (4. 3) 导出 

Lim [L.(P)—P lc» =0. (4.5) 

Se 
又 因为 

L.G@,y )-tG)7 1. СФ) уу) =) 160. (Бк), у) 

Р(у) 
=L. (Bx), y) = 100 (P-L), y)) 
Р(у) 
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从 而 有 
IL.) 7 tico) «СФ, G),y)! p Жа, (о). 0) Ple) — C 


Jobi cnin 了 (y)。 于 是 由 下 理 1.3 和 (4.5) 得 到 ， 对 每 个 1ECCD) 有 
y 


Lim, 1t (07tle(p) 70. 


证 毕 。 
作为 特例 有 如 下 推论 
推论 1.8 (Korovkin) 设 D= (a, b) Иа, {La} ces CCo, b] PJ 
自身 内 的 正 线性 算 子 列 。 记 ех (к=0, 1, 2), #1 к=0, 02 有 
к Ir. G)-6lo са) 79. 


Е t€ C (а, b) 有 


„чш 11.00-00 (ab 


推论 1.9 (Korovkin ) {1 } sex dè Ca, НР 
та} 二 {1，cosx，sinx}， 若 对 k=0，1,，2 有 


Lim iL.(tW)—rlc,=0, 
n— +e 


则 对 每 个 fE C... 有 


Lim IL.(f)—fl 一 0。 
песе с, 


Bohman-Korovkin 的 上 述 研究 工作 得 到 种 种 推广 ， 例 如 ， Volkov 将 Korovkin 定理 
推广 到 m 维 欧 氏 空间 R° E. Ë 

最 后 ， 设 D, 是 D 内 的 致密 集 ，{ L.) ,ex 是 CCD) 到 CCO) 的 正 线性 算 子 列 ， 与 
定 现 1.8 的 证 明 类 似 ， 成 立 如 下 收 系 定理， 通常 称 它 为 局 部 收 化 定理 。 

定理 1.9 (Bohman) 设 D,CD 是 致密 集 ，{L, } ,ex 是 C(D) 到 C(D,) 内 正 线性 


RFI, LETE (ñ) 也] 是 CC(D) 中 的 试验 集 。 着 对 每 个 f.ET(k= 1，2，…m) 有 


Lim — lL.(f)—£.l =0, 
Е 6D T? 


则 对 每 个 :EC(D) 有 
(im, IL.(D-flcep 0 


=0. 


线性 算 子 列 ， 记 {re， т, 


4.3 Bohman-Korovkin 定理 应 用 实例 


作为 Bohman-Korovkin 定理 应 用 实例 ， 我 们 讨论 一 些 常见 的 企 线 性 算 子 列 的 收敛 
性 。 
例 1 Bernstein WFP) (B.,) „єк: 对 fEC (0, 1) 和 nEN， 有 
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n 
b. x)= z Оа r x€ (9, 四 ， 则 对 xE (6 DA 
k= 
в,(, x)=1, B.G, =x BG, =x +G, wkk, HAEC) 


2-D4ggy 
P кеп ` n niy -— 
вю Е (ржа EAD (1—x) 


n—1 
=x EAD ED ах, 


类 似 地 有 
B.(, Әт. Hc y (n Jea- = E i 24) xt(173)7* 


—1 
EH n- Е k -i-k 
=x "= х*(1—х)"- 
Л, аек? 
= ха-х), 
n 


由 此 可 见 ， 对 xE (0, 1), Ж 
в, ( (t—x)*, х)=®й=®, у 
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Lim 18090-1, (о) 79 - 
因此 由 定理 1.8 (Bohman-Korovkin 定理 ) 得 到 
KI 对 每 个 EC (0, 1) 有 
Lim — IB,()—fl 

mn- 十 co C (0,12 
此 外 ， 应 当 指出 二 阶 中 心 矩 B。( (t—x)2, х) 在 Bernstein 算 子 通 近 的 研究 中 是 重要 
更 一 般 地 还 有 如 下 的 递 推 公式 。 设 + 是 非 负 整数 ， 记 


Ta 2 (kx) paG0, ра бд (р J00 


=0. 


我 们 有 
3181.4 设 z 是 非 负 整 数 ，xE (0, 1), МН 
Toni) -x0—23 (т, (x) 十 nrTayr-i(x) ) 。 (4.6) 
证 明 由 于 对 xE (0, 1) 有 
x(1—x)p¿ (x)=(k—nx)p.i (x) 
所 以 
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x(1—x)T,/ (x)= z ((k—nx)'x(i х) (х)—пг(к—пх) *! x(1—x)pm(x)) 
k=0 


= E (ках) раб) вех) пху р(х) ) 
к=0 


mTosiG)-nm( —3)T.«-:6) 
整理 得 到 (4.6 ) ， 证 毕 。 
由 于 T. (x)=1, Ta(x)=0, ИН (4.6) 导出 
T.:(x)=nx(1—x) 
T. (x)=n(1—2x)x(1—x) 
T GOx(1 x) (3n*x(17x) -2nx(1—x) n(17230* ) 。 
ARAR (4.6) 下 文 将 经 常 引用 。 
例 2 Durrmeyer 一 Bernstein 积分 型 算 子 列 { D,} „єх, 对 fEC (0, 1), n€ N # 


р, (1+, E-GrD 2 р(х) Г корабдаь x€ (0,1). 
=0 ° 
由 Bata 积分 得 到 
f upa(Oar=( к) f^ MODE 
° ° 
=( п j Š = =(k+):, aL 
(K )B(k+j+1, n—k+1) T атл 


ЖОР j=0, 1, 2, 7, k=0, 1, 2, =n, НИ 1 中 的 有 关公 式 得 到 
D.(1, x)=1, 


ык КЕЗ. = 1—2х 
D.(t, х) E л}рәР"ОЮ= x+ DE. 


(к+1)(к+2) 
D.(', х) = "s 2 р(х) 


=al 1+2nx—2(n+ x: 


(а+2)(а+3) * 
HRD, ( t", х) 有 


(n4-1)! а. ' Й 
0.05 Очи, E S G= s 
其 中 m 是 正 整数 。 
事实 上 ， 由 于 


"(ку)" = AG уху 


$ 


& (yu ymo п) (К-т)! ay st 
EE (x"(x+y)') ,Z G2 ko Er. 


另 一 方面 由 Leibniz 求 导 法 则 得 到 


у= 2 bent m 
One) MAG TX get» 


эх" т 

所 以 有 a 
y (mm. nl Жеш ny(k+m)! ave. 
QAG т! “буту +) EQ k! xt ys, 


特别 取 y=1 一 x 得 到 
(паж)! “түт on! e 
NEAL а-х) k! ASS т! (n—r)1* ° 
因此 有 


Р,(1",х)= (1+1) 2 p. (x) Гераса 
k=0 D 


n)! Timm, n 
=а+а а, M ` Gas 
由 上 述 可 见 ， 对 xE (0, 1) 有 


~2Cn 一 3)x(1 一 x) 十 1 
D. Ga” x) ex nen 


EX к=0, 1, 2 有 вирь (e фе сть» =0. 因此 由 定理 1,8 得 到 


X2 对 每 个 1EC (0, 1), ж 
Lim [D.(f)—tl -0, 
п-» со С (0, 12 


BARE, XHIESURHIE г, іс 


т.бд=(а+1)Ё рабо f'apa a 
特别 地 ， PN ' 
am 
T. (x)=1, та. 
我 们 有 如 下 递 推 关系 。 
3131.5 设 r 是 正 整数 ，xE (0, D, М 
(а+г+2)т,, +›()=х(1—х)(Фтт.›,...(х)—т'/„(х))—(1—2х)(х+1)т„(х) (4.7) 
证 明 ， 由 于 对 хЄ (0, 1) 有 
x(173)p..' (x) - (K- nx)pa (x) 
所 以 
ж-та) тоно E зараб) Гао) 
x ° 


u 


-@+) E ouo [sor о атат, G2. 
= В 


注意 到 对 x€ (0, 12, t€ (0, 1) 有 
t(1—t)=—(x—t)!:—(1—2x)(x— +x(1—x) 
利用 分 部 积分 法 导出 
nT,,. (x)—x(1—x)(rT,,..i(x)—T.(x)) 


-@+) рабо fOr) tx ) рабба 


ажр E oa Q) ро +) 6707! a1) 6 H9 


. 
х(1—х)г(х—1)'4+ 


=—(т+2)Т„,,,1(х)—(т+1)(1—2х)т.,(х)+тх(1—х)т„,‹1(х). 
整理 导出 递 推 公式 ( 4.7 ) Ш. 


B3 修正 的 Durrmeyer-Bernstein 31 { Da} sexs X f€C (0, 1), пЄм, 
有 


~ п-1 
Bt) mt ps 00+ E раб) (а—1) Ü Oso в Ode Op Q0. 
由 于 


(а—1) | араз) C5. e 
° 


其 中 j=0, 1, 2, =l k=1，2，…n 一 1， 因 此 由 例 1 中 有 关公 式 导 出 
D,a 3-1 


~ пу 
D,(t, x)= E Хра(х)=х, 
k=17 


ГАСА = z k(k+1) 


база?“ 09 
n 
Tad "s z (t y pa) or NX 
- ics 

SALES API ° 

所 以 有 
ип 1B.Ce) -ele (од) 70 (k=0, 1, 2) 

央 此 由 定理 1,8 得 到 


Ez] 


Жз 对 每 个 fEC (0, 1) 有 


Lim ID,()—ti -0. 
п» +оо С (0,1) 


类 似 地 ， 由 计算 得 到 
B. (G—0?, x) = 2070, 


ntl 
$14 Bernstein-Kantorovich ЗРЯ (P. ) „єн: 对 于 t€C (0, 1), n€N, 
Р 
k+1 
n +1 
P.(t$,x)==(B,E,)(s,x)=(n+1) X (Г 1008 драб), 

k=0 n3 
ntl 


4 FCO= [чод ИЖ 


P, х) B.C х), 


ЯН, XE x€ (0, 10 有 


P.G, x)= 4 


ар Ps x)=1, 


а Ü e 1 一 2 
Pb х= dx B. (y, ха, 


P.G, д а вне, x) 
=х+ї+*@-—3х) L 1—6x+6x* 
KUNA T SadDt- 
所 以 有 
Lim [P.(e&)—el =0, (k=0,1, 2) 


п-= оо С (0,1 
因此 由 定理 1.8 导出 
жа 对 每 个 fEC (0, 1) 有 
Lim 1р, (0) -Исто, 1 =0. 


n--o9 


#15 Meyer-K5nig and Zeller ЖТЯ ( M.) „ех: 对 f EC (0, 1), n€ N, Ж 


T wk 
E f(—)maG) 0<х<1 
м. (е,х) = | к=о ан) š 
ға) х=1, 
таб) (В), 
由 二 项 展开 式 
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°° 
-93- = х (ak)xr 
d RCM кх 
ЖЕ Dumas, 对 xE co DOW 
MG, x)=1, M(t, x)=x. 
关于 二 阶 矩 MGtz，x 的 精确 值 ， 直 到 1984 才 由 J. Alkemade 得 到 ， 对 xE (0,1) 
有 Ne 
м.б) mx! ОТ e, 2, n+2 x) 
其 中 超 几何 级 数 


(2 
Fi (1, 2, n2, o= 3 MR , 


k—1 
Xeno T GT. 
事实 上 ， 由 于 对 xE (0，1 ) 有 
21 ME ` k 
м, (и, uL 
所 以 


x= de M,G—t*, х) 5 — (n) xM.G- t, x) nu —39 M, x). 


注意 到 M,(t，xzx) 一 x， 由 上 式 导 出 ， 对 xE Co, 1) 有 


х) мх) + Cat M 53) ent x 
4 MC, х)=х*++х(1—х)*7(х) КЛ (4.8) 得 到 方程 式 : 
х(1—х)2/ (x) + (п+1-—2х)7(х)=1 (4.9) 


Ж ZG) "үш х* 代入 (4.9) 得 到 方程 一 个 特 解 : 


Gm. E pU Tk С 2 @+2) x) 
而 方程 ( 4.9 ) 的 齐 次 部 分 通 解 为 


Z.) =Сх-"-!(1—х)"! 
其 中 C 是 任意 实 常 数 ， 因 此 方程 (1.9) 的 通 解 为 


z(x)= реб 2, (0+2), х) Сх "(1—x)**1, 
于 是 对 xE (0, 1) 有 
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M.G, x) =) в,  а+2, х) 十 Gx (一切 站 
由 于 Mu(t:，0) 一 0， 所 以 必 有 C=0, MHR х Є (0, 1) 有 

M. = x + в, 2, n+2; х) (4.10) 
容易 验证 ， 当 n22 В, (4.10) 式 在 x 一 1 也 成 立 。 

由 上 述 可 见 ， 对 xE (0, 1) 有 

м, (00% x) 020? ,p,G, 2, n2) x) GAD 


E3 k=0, 1, 2 有 


Lim IM. (е) ~et =0, 
ne 十 co C (0,1) 


从 而 由 定理 1.8 导出 
Жз 对 每 个 {EC [0，1] ， 有 


Lim — IM,()—fl =0. 
n>oo С (0,13 


$16  Hermite-Fejer 插值 算 子 列 {H。) ,ex: Mf€C (—1, 1) ，nEN 有 


n & 
ne D= 2 (ах (о), 


ЖОР x eme! Та (k=1, 2, n) 是 Chebyshev 9 T. (x) = сос(пагс cosx) 的 办 


Ж. 
注意 到 
1—ххь=(1—х*)—х(х— хь), 
所 以 对 x€ (一 1, 1) 有 
на, =, £ E 7e OD)" 


(x— x... 


(c TG т. 100 п 1 
а-х*) НЕ +х вый xxi? 


BT TT. N] QE 所 以 有 


ра о ИО: 
n! cr oc ri 


从 有 而 
H.G x)=1 。 ` 
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H,(t, x) —x=H.,G—x, x) 


а z^ TO 
pt (хь—х)(1 xx) 


-- 2 0- х) (кка) Ока) CO 


n(x—xa): 


=— ахта) E 1 -XnG 


к= XX» 


H 


BET OT, 9) ET). 
由 于 对 xE (b D. 
|а-хти б |=! G—x°) Ë nsinn(arceosx) [<а, 
所 以 对 xE C71, 1) 有 有 Md 
|n. 27x |2. 7.00 |. (4.13) 


最 后 ， 由 Chebyshev ДЕЙ. E xu 一 0 导出 二 阶 中 心 矩 
к 


H.C(t7x)*, x) =, Gazo ха) ( Т әу 


-EH 2 (734) = 02 (4.14) 
=1 
Uu 


由 于 `. 
H,(t', x) -x' SH, ((t730*, x)+2x( H(t, х)-х), ` ` 
所 以 对 xE (—1 1), B (4.13) 2 (4.14) 导出 

ace 0 — |, + <s Ir (L, 


由 上 述 可 见 ， 对 k=0，1，2 有 


Lim [H.(e)—%@J| 
n> С (-1,1) 


因此 由 定理 1.8 得 到 
Жї ”对 每 个 :EC (—1, 1) 有 


Lim. In. (0 7t 一 0。 ОРЕ 
с (1,0) im 


MEERKERK тло, завел, RURE m" 925 
(Ф. ) „ех Я. 
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ит 设 p(x) (on r) ББ, НЕС (с, b) (0<b-a<r) 和 n€ N， 
有 


ртс 
e.t, x) =c, | 006 о x€ (a, b) 
а 


хе си |" P"(t)dt。 
* „F 


为 建立 Co.) „єн HARRE, НЕКИХ RR #8186 (о, cM 


а ef! ki "(Ddt=1 Ë (4.15) 


6 
或 ] га с. (ое), WAS ENEC, DA 


c f "(дак fecun Lt p odt 
- E 


-r 
由 于 p(x) 在 [一 r， 一 6) #l (ó, г) 上 是 连续 ， 重 正 的， 所 以 


0<q(5) = max о(х)<1. 
ô< Ix| <r 


因此 8 
Г, p "(di&c-'« je. p*(t)d t+2rq" (5), 


又 因 (0-1, MUN е=1=4(®, Heto € (0，5) 使 得 当 Ы <81 时 ， 有 


рбд>1-е=ї#4®) >а), 
因此 对 626; Ti х 


[3 re f ода > (+ Фу, 


1, q(5) _ 
eO < ( E Je (4.16) 


于 是 有 
"ET — 
1<. | pO x) <1+2гС.а*(8). 


由 于 Lim C (5)=0, Ф п +оо SH (4.15). 
п->со 


其 次 证 明 ， 对 每 个 5E(0，r) 有 


Lim I@.(e)—el =), (k=0 1, 2). 
neo C (a+ó,b—35) 


事实 上 ， 对 xE (a+ë, b—8) 有 


b b—x 
9.0, 2-c.| оа-юаес, f p' (ds. 
а а-к 
因为 xE (a5, 6-5), НД а-хе(—г, —6) ; b—x€ (8, ғ\. 因而 有 
8 b—x т 
с. [| e'Gis«c. (^ отдав, | eds。 
-8 a 一 x -r 
8 
x af "бео, оч, 因而 有 


6 
10,62.) =el &i-e | ones 


C (а+д,ь—8) 


由 (4,15) 导 出 | A 
Lim 19,(eo) 一 eof =0. t 
п-» +оо С (at+6,b—6) 


由 于 对 x€ (а+8, 6-5) (0<5<r ) 有 


b 
Dt »=c. | t p*(r—x)dt 
a 


b b 
=c. | (б-—9юо'(ф—»х)@+с.х | оча), 
а а 


所 以 有 
^ b 

Фф, x) хес, | а-юр"@-ющчх(Ф.а, 30) 70 
a 


注意 到 对 任意 的 a€ 《0，6) 有 
т -а а т 
„| Шо” =C, е, + EMO 
© |. s| р" (s)ds= С, ( Г. Е р р" (4s 


EX [+ pn p" (s)ds+ac, NAE š 


а 
«n'catG)oc, | (ds 


-а 


所 以 对 YxE (ao, b—8) 有 


b b 一 
|с. j (—3)0'G—39a1«c, | И p"(s)ds 
a 


а—х 


у, а 
$2г*С.9"(5) + aC, | p'(sds 。 
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я 


四 而 对 任意 确定 的 ce (0，5) 有 


1Ф.(е,)—е‹1 
C (а+д,ь—8) 


5 u 
S21! C,q* (5) +ас, Г p" (s)ds-Fmax( 8+5], 5-8) (1—c. [ ZO 
La =- 


$ п +оо, (4.15) 和 (4.16) 导 出 S ` 


Lm 19.(e1) —eil Xa, ' 
C [a 十 6,b 一 5 


再 令 а-+0° 得 到 


RM 1Ф.(е1) —е11 
С (a+ 0,b— DN 


` _ ЖЕНИ VxE (a+, 5-6) 有 


9. (а=), юе, [f (t—30*9*(1—3)dt 


b—x 
=c. | зо" (в) йз, 
a—x 


对 任意 固定 的 cE (0, 8) fü Vx€ (ats, b—52 有 
Ф, а-к)", x) &2r' C.q (0) Ha C. Ë 0*(з)дз,` 
т-а 


因此 有 


Lim max Ф,.( (1—х)*, х) =0, 
no» x€ [a 二 3,b 一 5 


从 而 导出 


Lim 10.06) -et = 
п» +оо С (a8,b—6J 


\ 利 用 定理 1.9 (Bohman 定理 ) 得 到 
ЖТ 对 每 个 EC (а, b) (0<b 一 a<r ) 和 每 个 5E (0, ож 
3 Lim 1. -Ис Ca 二 5,b 一 5] 79. 


оа +оо 
特别 地 分 别 取 p(x) =e "x" (-r<x<r ) RI р(х)=1-х* Cli <1), 则 分 别 得 到 
Weierstrass WFA) ( W. } „єн 和 Landau 算 子 列 { 1, } ,ex ИО gue 3 
由 上 述 可 见 ， 代 数 卷 积 算 子 列 的 逼近 只 是 一 种 局 部 逼近 。 我 们 指出 修正 的 代数 卷 积 算 
子 列 ， 仍 然 可 以 实现 整体 逼近 的 。 例 如 


例 修正 的 Landau 算 子 列 { T.) сн: XE € C (0, 1), nEN # 
Та, 9=-© [0 Сох) ady x€ co D ,' 
由 计算 可 得 


5@ 


га, х)=1, КА х)=х 


Kea- x)» ба) ) "ОЗ. fi вача 


= (х(1-х))* сез f.ea-ea 


CTI 
(xü—3))* 
TU mS 7 
BiU к= 0, 1, 258 
Lim 1 六 (co 一 ea 
noo 
因此 由 定理 1.8 得 到 
йз ”对 每 个 EC [0，1] 有 


Lim {fC)— tl -0. 
поо С (0,1) 


-0. 
C (0,1) 


4.4 Bohman-Korovkin 型 定理 
Z 84.2 中 的 Bohman-Korovkin 定理 ， 所 讨论 的 正 线性 算 子 列 ， 其 定义 域 都 是 致 密 


Ж D 上 连续 函数 空间 C(D)， 但 是 ， 许 多 常见 的 正 线性 算 子 列 ， 它们 的 定义 域 是 支柱 为 无 
界 域 上 连续 函数 集 ， 例 如 ， 在 $ 2。1 中 讨论 的 指数 型 算 子 序列 ， 就 有 Gauss-Weiertrass 算 
子 列 (9, } vew，Szasz-Mirakjan 算 子 列 (S. } „єк 以 及 Baskakov 算 7-34 ( V.) ,en 等 等 
都 是 这 种 类 型 的 正 线性 算 子 列 。 人 们 自然 要 问 ， 对 这 种 类 型 的 正 线性 算 子 列 ， Bohman- 
Korovkin 定理 的 结论 是 否 仍然 有 效 ? 回答 是 否定 的 , 例如 ， 对 每 个 {EC (0, о), 
n€N, 4 

U.(t, 3) - B.(t, x)-Ft(n)e"* x€ (0, 1) 
其 中 B.(f, x) Ж Bernstein +, W (О, } .en ЖС (0, +) Я C (0, 1) 内 的 正 线 
性 算 子 列 ， 且 对 VxE [0，1] 有 

UG, х)=1+е"", 

U,(t, x)=x+ne"*, 


Ue, 3-344 x X) patet, 
由 此 可 见 ， 对 k=0，1，2， 有 


Lim  [|U,(e)—e«l =0, 
д-р ео с (0,12 ^" 


RAE 1, (x)=e* EC (0, 90) 却 有 
Lm ое) с (0,12 *® 
事实 上 ， 对 fo(x) =, Я 
" И ^ 


ú 


т.а» x)=B,(f0,x)+1; x€ (0, 1), 


由 于 Lim 1p。(fo) 一 fo 一 0， 所 以 有 
n> C (0,13 
Lim |U,()—f,l =1%0. 
п» С (0,1) 


不 过 人 们 不 难 发 现 ， 只 要 对 f EC [0，co ) ， 在 无 穷 远 的 增长 给 予 适当 限制 ， 类 似 的 
Dohzan-Korovkin 断言 还 是 可 以 成 立 的 。 警 如 ， 对 f EC [0，co ) ， 若 限制 它 适合 如 下 


ЖИ: 
Lim f(x)e*=0, 
хоо 


则 有 


Lim IU,((—t1 一 0。 
n= +оо C (0,1) 


针对 上 述 问题 Z、Ditzicn 建立 一 个 局 部 收敛 定理 并 称 它 № Bohman-Korovkin 型 定 
Я, ЖЖ, Тт (оо, оо) 或 半 闭 无 穷 区 闻 ，h(D) ECc(T) 且 kh(D>1(tET)， 
记 
Co(T)= (ztz|t€C(T)B 1000) | «Mi (CI+tD)n(D，tET}， 其 中 Mr 是 与 有 
关 的 正常 数 ， 我 们 有 
定理 1.10 (Z, Ditzian) - 设 { L, } ,ex 是 C(T) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 且 对 D=(a,0) 
CT 适合 如 下 条 件 ， 


J) 对 k=0，1，2 有 
Lim IL.(e)—e1 =0, 
п» +оо с(р) 
` H) Lim max |L,( (t—x)'u(9, х)1=0, 
noo x€D 
则 对 每 个 :ECs(T) 有 
Lim IL(f)—fl  =0, 
поо c , 
证 明 明显 地 ， 由 条 件 !) 导 出 
Lim max Г, ( (t—x)*, x) 一 0 (4.17) 
n>+oxED 


注意 到 
L.(t, x) (х) =, (f(—tG0,x ) +t(x) (Lo(1，x) 一 1)， 
因此 有 
IL ()—tle(p) < mx et 00—001, x) +Iflcepy IC) Фе Ис сру 
(4.18) 
Ж, ИЖЕЕС,(Т), D= [a,B】 CT， 所 以 对 Уг>0, fife 6>0 使 得 对 +ET。 
x€ DEBE h—x] <ô i, di 
Ir(0—£G0l <e, 
又 因为 对 xED，tET 且 | 一 对 5 时 ， 有 
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> | 


"u. 


"m 


HOZOL и + нод «ма HOHO Hl cc 
р 1+t* [i] ves 
«uei ex М Ce Qm 
= 


38 My = sup 1+8 

у [еы] 25 (tx)? 则 有 

x€D 

11910] «момон а)" + i), 
所 以 对 Vt ET，Vx ED 有 

MOE «eti Mh i739? Иа)", 
因此 有 

тах L, (|f()—f(x)|, x) <e(1+lL,(e)—eolc(n ) 

x€D 


+ MMs max L (4-х, x) + мди пат 0х) 
根据 条 件 D, 10 (4.17), Е e>0 是 任意 的 ， 我 们 得 到 ， 对 每 个 *ECu(T) 有 


Lim max L,CIf()—fGOl, x) =0. 
n- +% x€D 


Wii (4.18) 断定 ， 对 每 个 f EC。(T) 有 
Lim — |L(t)-flc(p) 70. 
mn 一 十 co 

证 毕 。 

对 于 一 般 的 无 界 闭 集 T 可 以 类 似 讨论 。 作 为 应 用 考查 在 $2.1 引入 的 指数 型 算 T p| 

(Е, } „ем 中 的 几 个 特例 . 设 T 为 (0，e ) 或 (一 2，+eco )， 对 fEc(T)，nEN 有 
E. x)= fo)8.Ccouam， 

т 


JER eCo ч) 82,1 ВОИ. 
由 计算 可 得 ， 对 nm EN，x ET 有 
Е,(1, x) 7*1, E(t, х)=х, 
对 非 负 整数 r， 记 
T, (x) =n' Í (а—х)'ё.(х, u)du, 
' т 
Wr FR 
т.б) —nréGO T... G0 + bx) -A T. GO (4.13) 
ЩЕ, ОВОО SHE, НЕВЕ.» ч) 所 适合 的 条 件 得 到 : 
960-5. т) ФО) f (Cua) Bee их’ вх, u) ) du 
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=a" -De Wiad) [| -De du 
* т 


TTosiG)- гаф()Т, 1 (x), 
整理 后 得 到 ( 4.19 ) 。 
由 于 т..(х) =1, Т..(х) =0, ЭИ 
Т,:(х) =пф(х), TG) =пф(х)% (х), 
т„‹(х)=3п*ф*(х)-Епф(х) ( #' (x): 6609" (x) ) > 
又 注意 到 E, t—x)', x) 2n" 7«G0, WAN 
E,(t*, x) 2e FD, 
d D= (а, В) CT, іё KCD) =тах (llen, 19^ lc» ) ， 则 有 


1E.) вск КО, 
ях} k=0, 1, 2% 

Lim [E,(e&)—eil cc» 70, 

dico. 


从 而 有 


Lim max E,( (t—x)*, x) =0. 
п-» +оо x€D 


其 次 ， 由 递 推 关 系 ( 4.19 ) 得 到 
maxE, (G—x)*, x) "Uds «MO, 


其 中 Mt D) 是 依赖 于 D= (а, В) 的 正常 数 ， 又 对 ei mx! (1 是 非 负 整数 ) ， Ti. 
ТЕ,(е) со < Ми» 
其 中 MI(D) 是 依赖 于 1 和 р 的 正常 数 . 
现在 就 特殊 形式 的 指数 型 算 子 列 ， 讨 论 其 局 部 收敛 性 ， 为 此 需要 选取 定理 1.10 中 的 
b(t) 并 验证 条 件 п), 
#1 Baskakov ЖЗ Я ( У. ) aex, JER} T= (0, оо), ф(х) =х(1+к), D= (а, 
B) (0<а<8<+° ) ， 选 取 
HO= DË tE o) 
其 中 1 是 任意 确定 的 非 负 整数 。 对 Vx €D, EH Schwarz 不 等 式 得 到 


V. CODO, х)<(у. (Gx) (у, (е 41), x2)* E 


+ 
«(OP Чико) +0%, 
所 以 有 


Lim тах У, ((t—x)'u(), х)=0, 
п» +оо x€D 


因此 由 定理 1.10 得 到 
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Жї 对 每 个 1 EC (0, =) Н 


KOL < Mate t t€ (0, e°) 
有 Lim ЛУ. -Ис(ру 0 


n- +оо 
其 中 D= Ca, В) C (0, co ) 的 任意 闭 区 间 。 

$42 Szász-Mirakjan 算 子 列 { S。 } «ex; 此 时 T= (0, +оо), ф(х)=х, D= Саи 
Ë) (оча<В<+°). 选取 


u(t) =е (220), 


ATO aevum z Аа, 
i >) k=0n kt 
set t atxt Aes 
к=0 E! 
ES ET 
=xe* exp { (e* —1)nx). 
类 似 地 ， 有 


Зее, x)=(x teta Hepi (et—Dnx}, 
从 而 有 
s (tor, x) e (tex таке р) ер 7 Dn. 
由 于 当 x20 M, Ж е*—1<хе", МЫ 
5.0) е", x)& exp 1e? п) (хе exi (e) e?) 
(е) орет). 


因此 对 每 个 D= (а, P) С (0, oo), ЧЕН КОР) ERE Vx €D 有 
5. (0-09, х) < КО), 


所 以 Lim max S, ( (1—х)*е", x) —0. 
neto хес 
由 定理 1.10 得 到 


Ж? 对 每 个 EC (0, =), HEO < M(H?) (120, 420) 
有 š 


Lim IS.(8)—t!Íc%(p) =0, 


n— +оо 
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其 中 D= (а, В) С (0, oo) 是 任意 的 闭 区 间 。 
Из Gauss-Weierstrass WFA] {Ga ) „єн, ШАГ ( – оо, оо), ф(х)у=1,р= 
Са, В) ( –ео<а<В< +оо), ЖЕ 


hot tE(— o, +=), 
由 计算 容易 证 实 ， 对 每 个 D= Ca, 0) C (oos +00 ) 存在 正常 数 K(D) 合 得 


: 
тах|о. ( аю, х) |<), 
р 


т 
所 以 p 
Lim max G.(G—x)*e +, х)=0. 
поо x€D 
由 定理 1,10 得 到 


Жз 对 每 个 EC( 一 c， 十 ce) 且 


t 
С) «м: Q te *, 


Lim. iG.(0—tle (p) 70, 


其 中 D= (а, 8) C( 一 ~， 十 oo) 的 任意 闭 区 间 。 


85 逼近 度 的 渐 近 表 示 


设 D 是 实 轴 上 的 致密 集 ，B(D) 是 D 上 有 界 函 数 的 全 你 。{ L。 } sen 是 B(D) 到 自身 内 
的 正 线性 算 子 列 。 对 f+EB(D)，xED 称 误差 
Aalf, x) 9 L.(t, x) -t(x) 
Ж „(ОР t TEX ХИ ШШЕ. #{ЁТЕа„(х)-*0° (n> 十 ce ) 和 常数 G(f，x) 使 得 
A.G, x) ~ GCt, x)a. GO {n= +оо), 
或 As(f，x)=G(f，x)as(x)+0(as(x) ) (n +оо), 
ИЙ. a,(x) 为 A,(f，x) 的 渐 近 阶 ，G(f，x) 为 Nikolsky 常数 。 可见 无 穷 小 量 a. (x) 是 度 
N LG, COR SCFIGO 的 速度 ， 常 见 的 是 取 cs(x)=n * (270). 
本 节 建 立 逼 近 度 的 各 种 渐 近 表示 。 例 如 Nikolsky 渐 近 表示 和 Vonorovskya 渐 近 表 
示 等 等。 
5.1 渐 近 关系 转化 定理 


对 确定 的 xED 和 6>0, 记 
їх 2:820; 


эы D= 
t x)= 
Ë 0 k—x| «à, 
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明显 地 ， 若 0<6,<<5, 有 
28, Ct х) 248. (6 x), 
因此 对 正 线性 算 子 La A 
La (20,00, х), x) >La (20.00, х), х) (5.1) 
为 建立 逼近 度 渐 近 关系 的 转化 定理 ， 首 先 需 要 证 明 一 些 引 理 。 
下 理 1:6 《 等 价 关系 转化 引 理 ) 设 p(t) 是 非 负 连 续 函 数 ， 且 至 多 有 9(0) 一 0， 
{La} „ен 是 B(D) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 并 对 确定 的 xED 适合 如 下 条 件 ; 当 п оо 
1) La(1，x) 一 1=ox( L.(g(t—x);x)), 
п) 对 每 个 5>>0,， 有 
La (A (t, x),x) =o, (La(g(t—x),x). 
车 fEB(D) 在 x 点 连续 , Hài iex 时 有 
1(0—£607G(99(t-x), 
则 当 п-> 十 co 时 有 
La (ft(t),x) —t(x)<G(x)L, Co(t-x), x). 
证 明 由 于 
шн 02100-00), 
所 以 对 уг>0, Я 570 WAR t ED Hoc :-х| <8 有 
в 63 |< 


Ф(ї—х) 
或 С) 00) —G(x)g(t—x) |<ep(t 一 x) (5.2) 
,注意 到 f(t) 在 x 点 连续 ， 所 以 当 g(0) 二 0 时 ， 必 有 G(x) =0， 因 此 不 论 p(0) 058, ДЖ 
tEDp 且 | 一 xl|<5 都 有 (5.2)， 记 
Мь=зир _ [t(0—10)0—GG0g(t7x)l > 
‹—х| 28 
t€D 
则 对 tED 且 lt 一 x| 之 6 有 
1600) —£(x)—G(x)p(t—x)) <Msås(t, x) . (5.3) 
结合 (5.2) 和 (5.3) 得 到 ， 对 tED 有 
It(t) -£G0 -GG09(t—3)| €eg(t-x)--MiAs(t, x), 
因此 有 € 
ILC) 16) —GG0g(—3),. x)| <. (0) 60) 6G99(—3)] x) 
«ег, (p(t—x), x) +Мь1.(430,х),х), 
于 是 L, Ct(,3) £6) GGOL. ( g(t—x),x)| 
和 и(х) IL.G,x)—1l er. (g(t—x),x ) 十 MaLs Ca (t;x),x ) 
Ж [COS 9 o e 


IL.G x) -il Le CAsCtx),x) 
SIDE DO КЁ * MEL Co à) 23)" 


由 引 理 条 件 1)，1') 并 注意 。>0 是 任意 的 ， 得 到 


Li L.(fx)-f(x) .. ` 
кт “p, (pa x), "ОО? 


жй, 

特别 地 ， 取 p(t) =1 得 到 点 态 Kororkin 定理 ， 即 

推论 1.10 UE UL.) „єх 是 B(D) 上 正 线性 算 子 列 ， xED 有 双全 如 下 条 т: ы n> 
+оо 时 有 

D 1.01, x)«1, 

и) XH 870, L. (4,(t,x),x) — 0, 
XP f€B(D) 且 在 x 点 连续 ， 则 有 

Lim L.(f,x)-f(x). 


n-»co 
定理 1.11 ( 渐 近 关系 转化 定理 ) iol) 是 非 负 连 续 偶 函 数 ， 且 至 多 有 »(0)-0, 
{ La) «ex 是 B(D) 上 正 线性 算 子 列 ， 对 xE D 适合 如 下 条 件 : 当 n- +o 时 有 
1) LL, x) —1=o, (Li(g(t73), х), 
п) 对 每 个 5>0， 有 
Ls (дех), х) =o, ( 1,.(ф(1—х), x)). 
3 1ев(р), H“ t 一 Мазы ж 


tED 
其 中 fx-)， f(x,) 分 别 是 f(t) 在 x 点 的 左 、 右 极限 ,而 G 土 (x) 是 有 限 的 且 适 合 如 下 条 件 ， 
sH neo 时 有 
m) (G,(x)—G_(x)) 1. (p(t—x)sgn(t—x), x) =o, ( L.(@9(t—x),x)) > 
Ту) (ft(x,)—ft(x-)) L,(sgn(t—x),x) =o, (1„(р(+—х),х)). ` 


ME е, оО 0:6949- OD, (4,4) , (ne pon), 
LES 


"m Кик.) Ae) zn - 0-9: 62-6. p (t= x)sng(t-3)à 
F(t)= t€D/(x) 
, t=x ` 


则 FEB(D) 且 F(t) 在 x 点 连续 ， 并 有 
т но i G, Cose. (к) 
tex 907 
BREED ARA 
Lim La(F,x)—F(x) G. 3.00 +0. ©), 


п Нео (9 (-—х),х) | 


因为 F(x)=0 和 
10е, ху=@, х) 1C) к) (1 一 ав) 


О-о, Gentza), (o(t—x)sgn(t—-x) »x), 


所 以 由 条 件 1)，1i1) 和 iv) 导 出 等 价 关系 : 
Tatt, x) - GO 0 t80 L.(g(t7x), x); neo. 


证 毕 。 

特别 地 ， 若 p(t)=1， 此 时 必 有 О+(х)=0, 我 们 有 

推论 1.11 (LL) .ex 是 B(D) 上 正 线性 算 子 列 ，xED 且 适 合 如 下 条 件 ， 当 
п» Но, Я 

D ваза, 

и) XHg4 570, 1. CACx), x) —0. 
3 t€ B(D) 在 t=x 点 存在 左 、 右 极限 f(x_) 和 fx+) 且 适合 如 下 条 件 

11) (f(x,)—f(x_)) La (sgn(t—x), х) ->0y 
则 有 vus Lit) Не), 

no 


#1 № (B. ) „єн Ж Bernstein 9]. 若 fEB (0, 1) E x€ (0, 1) 是 第 一 类 间 
Wis, WA 
Lim, Bt, х) = =>, 


这 是 Шаты Hill 得 到 的 。 
证 明 由 于 Bu(1，x)= 一 1， 且 对 每 个 S>0 有 


в,( маз) i A (Epa) 


= z ры < 1 BE z G р(х) 
[к-х|>г 


= как) (за*х(1-х)—2ах(1—х)+(1—2х)*) 
x€ (0,1). 

其 中 利用 了 引 理 1.4 中 的 递 推 关系 ， 所 以 对 每 个 8>0 有 

В. (лб, х)х) — 0; (ne). 

又 由 概率 论 中 心 极限 定理 推出 

В. (sgn(t—x), х) +0 (п +оо), 
因此 由 推论 1.11 得 到 
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Lim B, id: st iH 
поо 
#2 № {1} ceo 是 对 应 于 {du} eo 的 正 卷 积 算 子 族 ， Н (ар, } „со 是 偶 的 通 近 恒 
等 核 。 若 tfE Bi* Hox 是 第 一 类 间断 上 六， 则 有 
LimLCf, = к), 
0-р, 2 


证 明 AFL, х)=1, НАА рож 


1» (Аб, х), х) =} fa (x—t,x) di C) 


=1 [ао = 0 (o0) 


ô< li| <= 
又 因为 { dke } veo 是 偶 的 ， 所 以 有 
1, Cn, x) mL f santi m0, 
Wig 
因此 由 推论 1.11 得 到 
Lim L(t, x) =G) tr, 
p> 
最 后 我 们 指出 ， 定 理 1,11 中 的 条 件 1)， 在 实用 中 经 常 由 如 下 引 理 给 出 一 个 较 强 条 件 
ке. Д 
引 理 1.7 Бони o(0) =0, {La} „єн 是 B(D) 上 的 正 线性 
AFI. ETE б.->0° (noo), Ш 
La (48.00, x), x) =o, ( 1.(ф(+—х), x)) ; (пя +оо), 
则 对 每 个 5>0 有 8 
La (hsltsx), x) =o, ( L.(9(t—x), » ); (no 49). i 
证 明 hF д,-=0* (n9), ， 所 以 对 每 个 5 >0 存在 正 整数 n, 使 得 当 n>n。 时 
Ж 0<8.<8, № (5.1) 得 到 当 n>n。 时 
0C L. (haltsx), x) <La (Ад.(ї,х)› x) 
因此 引 理 成 立 是 明显 的 ， 证 毕 。 


5.2 “Nikolsky 渐 近 表 示 式 


Y us DA f 的 第 一 类 间断 点 或 连续 点 ， 若 
£0)—f6.) 


ia = хр“ #6, 
和 Lim Ot) cp 


存在 ， 则 称 f2(x) f ec (x) 分 别 为 了 在 x 点 的 准 左 、 右 导数 ,特别 当 f(t) 在 x 点 连续 时 , 它 
ЕЕ x 点 的 左 ， 右 导数 。 
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作为 定理 1. 11 的 特例 ， 取 p(t) = ltl 我 们 得 到 Nikolsky HERRA. 

定理 1.12 ( Nikolsky 型 浙 近 表示 式 ) {La} sex 是 B(D) 上 正 线性 算 子 列 ，xED 
县 适合 如 下 条 件 : n= 十 ce 时， 有 E 

1) Le(1，x) 一 1=ov CLClti-x , x) ) ， 

п) 对 每 个 5>0 有 

La (20, x), x) =o, CL.Clt-xl ,x)). 


车 t€ B(D)fE x ARREZ, HFK f-(x > 和 ff(x) 且 适合 如 下 条 件 : 当 n-> 十 co 时 有 
їп) (ft(x,)—f(x_)) La (sgn(t—x), x) =о„(1.(й—х|, x) ). 
iv) Cc G0 +(x) ) La ( (t—x).x) =o, (CL. Clt7xl , x) )。 
则 有 
ыйа, x) О БО) ECOTEC, e—a] ох) но, (0) ж) бае) 


应 当 指 当 ， 当 fE Ba MiB | t| ~21 їп | (2-20), MAER. 1240 (0) = 


?|sin 去 ,更 方便 ,作为 应 用 实例 ,给 出 几 个 熟知 的 正 线性 算 子 列 的 Nikolsky 型 渐 近 表示 式 。 


例 1 040. taest Fej'er ЖТИ, d t€B., 且 在 x 点 具有 准 左 ， 右 导数 
[MOL HC EI P 


ot) - 1:6, 69-60) Im d, (9, (aepo), 


证 明 取 (4) =2 sin 2b ж 


nt 
in f=xj EDT. t (2 I 
e. lsin ^7 =z] iem; ust) dt 
2 


= (In2- | Inn жосу) inn, (n> eo), 
由 于 os(1, x)=1, 


„nt 
Sin 
сх у | Í К: 2 
с.(25іп 一 一 一 2 2(—2. = 
Сма, eL | min (2), 


和 sin™t 
о.(=вп(1— х),х) = if sgn( —2) dt —0, 
2пл IT > 

ых siny 


所 以 定理 1,12 中 条 件 1)，iii) 及 iv) 都 适合 ， 又 对 每 个 68>0 有 


即 定理 1, 12 中 条 件 1) 也 适合 ， 因 而 得 到 | ЕК 
о. (f, x) но) 2600-00) па (п), atem 


| E 

ш, 

特别 地 ， 当 f(t) 在 x 点 连续 时 ， 有 ` 
e«t, x) 1) GOE an +, (C пу, om 2. 


这 是 Nikolsky 得 到 的 。 
在 讨论 例 2 之 前 ， 首 先 给 出 一 个 引 理 
引 理 1.8 Мп ~ 十 co 时 ， 有 


j: + a ( эїл nuy“ dn тт. +001). 


sinu 
zh 由 于 
1.142. 
dbi *oCD, 


所 以 : , 
* sinnu Tsin‘nu 2 (sin‘nu 
j EC avc fS чево), 
因为 


[аде (smt, 
: | 
. u . t 

= 


оо 
za sinit |. sin*t 
n* Jo dt +n? К ы dt 


利用 1-1 Г. x'e “dx， 并 交换 积分 顺序 得 到 


t 
Г иаа dai fem NL 


94 


E 


нөн» 
=н ане p 
m j= in. aic o(n7*), 
因而 得 到 * 


| 'sinimtau-ntis2:- 00). i 
u 
. 
又 因为 


A РА 
2 f tsintnu = 2 fist 
8I, TU. wg 9х ix 


n—1 e} ni Ha i: 
-i x j^ sin* atay >2 ELM *Csin'xdx 
k=0 T 
151 
Л 
另 一 方面 ， 有 
T n-l E 
2 f Tanam nugu <j: хак 2. f Qo rin'xdr 
kel EN 
1ў 1 
<12 к +0» 
从 而 得 到 
引 ， Тыш! due 3 Inn--0(1), 
i. 


#2 007.) „ен JE Jackson K T3] E £C B,, НЕХ ARAE, ЗАО 
f(GO, йж 
x, x) GG) na ( О) 0100) ) +o,( In), noo, 


证 明 取 9(t) 一 ?jsin 志 |， 由 引 理 1.8 得 到 
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in Bt 
«ви х) аот) NS i Mee is 


sin 2 


ту n 
Tax AED Г. sinu( zm З “а 


12 2 (S Lypsin пу 
aces DO ‘aut In Ginu- i) ($500) ө) 
=з ла na), 


zn 


由 于 ек 
J. (2sint2*, х) =0, 
和 J, (sgn(t—x), x) =0, 
所 以 定理 1.12 中 条 件 ! ) ，Ni ) 和 iv ) 都 适合 ， 又 因为 对 8. 一 0*(n 一 *co)， 有 


з„(%ь„(и,х),х) = ‚(пт sin nuy du 


6 
пл(2п*+1 sinu 


6 E O 
I MV 1 (214. ** 


取 5,=m Èo (nto), ШЖ 
3x* 
J. (Абок) х) mm 
Ja ( < 一 0(n 一 十 co) 
LO sint к) + КЕЕ i 


于 是 由 引 理 1.7 断 定 条 件 !1 ) 也 适用 ， 因 而 由 定理 1.12 得 到 


2, (tx) Ы) 300 (ey p) cos) (nce) 
特别 地 ， 当 fEB:* 且 在 x 点 连续 ， 则 有 
3. (63) О) =$ 0) ООо, (128), (ne) 

这 是 吴 顺 唐 得 到 的 。 
最 后 讨论 Bernstoin 算 子 列 的 Nikolsky 渐 近 表示 式 ， 为 此 需要 如 下 下 理 。 
引 理 1.9 设 9<3,<n "(Lac )， 则 对 任何 m>>0 有 如 下 等 价 关系 ， 
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当 n -= 十 co 时 ， js 


» us = p(mti 
aD l$- pato ~ (C79)? TC 2), (5.4) 
-х|<ә, Уа 
т+1 
= (F-Ə (Go (279r re (s) 
x<E<xtd | К pz 


mo E moeta) ге) 


5.6) 
xd Ex 2л ‹ 


其 中 pa(x)=( p ECx) (окп). 
证 明 由 概率 的 Laplace 渐 近 公式 ， 当 [к—х|<ё.<а”(Ч<а<)уж 
+ 
1 k x 
POG) laag G) Grm. 
于 是 对 m>0 H 


n +Ik Ll. нах NA 
[ка ышык хах) al at ; у=); 


关于 上 求 和 得 到 ， 当 n> {о 时 有 


1 ваз (К-х)* 
А т-а bao rz) k т Í 
rw s CEN 
+ x+, === (u 
Guo ее, 
由 于 


geh ER 
n k= sib 
2 n пре du 


-Gaia femi 
EN * 
2x(1—x)y š À. Ы 
Ey Л | ато reta 
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-аа-0) j Peau 
^ 0 


„ г("+у 
= 2 
et- 3) * 27 


, 


所 以 等 从 关系 (5.1 ) 得 证 。 用 同 祥 方 法 可 证 明 (5.5) 和 (5.5), Ш. 
dt (B. } «ex 是 Bernstein 算 子 列 ， 则 有 
В, (1, х) =1, B. (t, x)=x 

且 对 每 个 6>0， 有 ($5. 1) 

B. (ha(txz)，x) =о(—-). 
又 由 引 理 1.9 中 的 等 价 关系 (5.4) 导出 

+ 
в, (tox b x) ~=) Gcr) 


所 以 定理 1.12 中 条 件 1)，)1 ) 及 Iv) 都 适合 ,但 是 
„В. (sgn(t—x), x)*0, ( Ba( | 一 对 ，,x) ) 。 
( 实际 上 在 第 二 章 我 们 将 证 明 ， 对 xE(0，1)， Шо 充分 大 时 ,有 В, (sgn(t 一 x), x21 


< 一 -一 二 一 ,其 阶 是 不 可 改进 的 ), 因 此 要 使 定理 1。12 中 条 件 11) 也 适用 只 有 假定 
vnx(1—x) 
人 x+)=f(x-)， 从 而 得 到 

Из d (BL) ,sex 是 Bernstein WFE TEB (0,1) 在 xE(0,1) 点 连续 且 具 有 左 ， 
Же t(x) ROO, МН 


ydp LAT 
вех), О) О ED (1) (у, (nnm). 


5.3 Vonorovskya 渐 近 表示 式 


ik t€ B(D) 且 在 xED 点 的 准 左 , 右 导数 存在 且 相 等 则 说 f 在 x. 点 是 准 可 导 的 ， 其 
准 导数 记 作 f“!>(x)， 明 显 地 ， 可 导 必 定 准 可 导 ， 反 之 未 必 ， 例 如 f(t)==sgn(t 一 x) 在 x 
点 不 可 导 但 准 可 导 且 f “> (x) 一 0。 当 上 在 х 点 准 可 导 ， 若 
Lim ОЕ G96—3)- 1G 5), риску 
D3t-x* POSU Е . 
存在 ， 则 说 经 (x) Як) 为 上 的 二 阶 准 左 ， 右 导数 。 特 别 地 ， 当 上 在 x 点 可 导 , 则 经 (x) 
和 f(x) 分 别 是 1 的 二 阶 左 ， 右 导数 。 


现在 取 9(t) 一 二 ta， 对 畏 助 函数 
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F(-())-:rsG)G-x) | 
应 用 定理 1.11 导 出 如 下 的 Vonorovskya 型 渐 近 表示 式 。 
ERII 设 { Lo。 ) ,ew 是 B(D) 上 正 线性 第 子 列 ， 且 对 xED 适 合 如 下 条 件 ; Ш 
Ra 十 co 有 Ati | 
1) 140, x)-1—o ( La ((+—х)*, х)), 
L: (17x, x) =o. (1, (172307, 322 , 
n) 对 每 个 5>0 有 
La {h(t, x), x) = o, ( La (х), х)). 


ж 1EB(D) 在 x 点 具有 二 防 竣 左右 导数 人 (x) 和 f+(x), 且 适合 如 下 条 件 : n +o 


в, 有 А 
m) (Nx,)—f(x )) L. (sgn(t—x), х) = o, (L, ((t—x)*, х)). 


iw) (Ó2G0—12G) ) La ((t 一 xj sgn(t—2), x) = o, ( La ((r—x)*, x)) + 
则 有 . 
таб, EI HR) НОНО, (6) ix) фо, C (9*0) 1 
(nee), 
NOD, 2776 х 点 具有 二 阶 导数 ， 则 有 
Lt, ж) о) COL, Сб)", x) +o, (L. Саю), х)) (а- Hoo), 
应 当 指出 ， 若 CL.) sex 是 Be 上 的 正 线性 算 子 列 ， 由 于 当 0+0 о t 
iovis, 所 以 在 定理 1.13 中 用 sin(t— x) 代替 (t 一 x)。4sin?* UIRGO TI) OD 


方便 。 

作为 应 用 ， 讨 论 一 些 正 线性 算 子 列 的 Vonorovskya 渐 近 表示 式 。 

例 { 设 {G。} «ex JE Gauss- Weierstrass 算 子 列 ， 若 fEB ( -00,00 ) Ң{ЕхЄ(-оо, 
十 co ) 点 具有 二 阶 准 左 ， 右 导数 tf《(x) 和 了 4 rx)， 则 当 n+ce 时 ， 有 渐 近 表示 式 


Gt, x) IG 316) б) FUGO „(у 


2 

证 明 由 于 对 xE( 一 c"， 二 ceo) 有 
| G.1, х)=1, 
Galt, x)=x, 


в. (6-3) x) =, 


Le-a) È 


— p+ А 
Ga ( sgn(t—x), »=/ x j sgn(t-x)e * dt. 


-/= Г t “т dt=0 
оо 


+оо " 
G, ( (t2x)'sga(i— x); -J 2s j tsgn te^? dt=0, 
又 对 每 个 5>0， 有 
Ga (haltsx), x) E fexof "0 а 
ô< 1-х «+оо 
ЕЛЫ 
可 见 ， 定 理 1,13 中 条 件 D, ú), 00) 及 iv) 都 适合 ， 因 而 得 到 
с, (г, y fe GOL JG) UG +o (25i ( n- +оо) 


证 毕 。 

912 № (В. } ен 是 Bernstein 算 子 列 . 3$ t€ (0, D 在 x 点 连续 ， 且 具有 二 Wr 
准 左 ， 右 导数 f 人 (x) 和 ИСО, Wn оов}, 

B.G, x)— r= — GO го) I to (D). Е 


证 明 由 于 对 xE(0，1) 有 


В, (1, x) =1, Ba (т х) 一 xy 
В. (2-х), x)= xa, 
НУ 600, Ж 


в, (А6, хх) =o D. 
又 内 引 理 1.9 中 的 (5.5) # (5.6) 导出 
в, ( (х) воб), x) eo CD). (пе +оо). 


可 见 定理 1.13 中 条 件 )，iiD) 和 iD) 适合 ， Xt 在 x 点 连续 所 以 条 件 AES, ИМ 
司 浙 近 表示 式 


B.(t, x)—f(x)= рес. хаю uu (E ‚ (n0) 
证 毕 。 
特别 当 f 在 xE(0，1 ) 点 具有 二 阶 导数 ， 则 当 n-= +o 时 有 
B.(t, х) 1) О pG) o (1). 
这 是 Vonorovskya 得 到 的 。 
то 


关于 周期 情况 有 
例 3 1 (7, } „єк J& Jackson 算 子 列 ， 若 fEB:. 且 在 x 点 具有 二 阶 准 左 ， 右 导数 


f(x) 和 f(x)。 则 当 n->co 时 有 
mo x) - 0) 1G) att QO- rr) ) +o, (. 1). 


证 明 在 定理 1.13 中 用 СХ 代替 (t 一 x)*，sin(t 一 x) КФ (t 一 x)， 由 于 


"* sin*nt dt 


(Asin? Хх ү. SA 
ва, x) nz(2n* F1) f. sint 


24 +оо ii 
бат (а Í tato) 


Té (n9). 


XN за, x)=1, 
Ja (sin(t—x), x) =J. (sgn(t—x), x) =0. 
$n 3 (4sin? C sgn(t73), x)=0. 
以 及 对 每 个 8, 一 0+ 有 
Je (48.06, x), х) & —— 


Зл? 
п(2п°+1)5,*° 


选取 6.= (Inn) -二 则 有 


3 Gio X) 0 (n9). 
1. (4 sin? Х.х) 


可 见 定理 1。 ЕШ А ， 因 而 有 如 下 渐 近 表示 式 
дк - Gs CE 00) eI, (armies), 
特别 地 ， 若 上 在 x 点 存在 二 阶 导数 ， 则 有 
ма, x)— 1627 =) *o (1), (пэ +оо). 


这 是 Natanson 得 到 的 。 
5.4 正 卷 积 算 子 的 Vonorovskya 渐 近 表示 式 


$5.3 讨论 了 Bi. 上 正 线性 算 子 列 的 Vonorovskya МЕЖ. ИИ 有 M 
性 Borel 核 的 正 卷 积 算 子 族 ， 在 较 一 般 的 条 件 下 , 直接 应 用 等 价 关系 转化 引 理 建 立 Vonc- 
1ovskya 渐 近 表示 式 。 
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设 iEB(D) 且 在 xED 点 具有 左 ， 右 极限 (х) Mi), FRR, s 
"TM quy RHG Boe Kauai, EN 


TEE, ИЖЕ: (х) Е x 点 的 二 阶 准 Riemann 导数 . 明显 地 ， 若 fr(x) 存在 ， 则 有 
00) 070), 2. 例如 
о<х<1 
= T eoi 1<х%2, 4 
则 有 - gir = =0, fB t 在 x=1 点 不 连续 。 其 次 易 证 ， " tx 点 具有 二 "m 右 导 数 
ибо 和 f(x)， 则 有 
иде Нади Ç 


应 用 等 价 关系 转化 引 理 《 引 理 1.6 ) 证 得 如 下 定理 
定理 1.14 设 { Te } ко 是 对 应 于 偶 性 ， 非 负 Borel do (di, } со WRAT, В 
ыш Ша „ү . (5.7) 


prp, 14i 


其 中 ami | cestu (0.27 £C Ba, Hx JW Bh Riemann PR (a), 


则 当 pps 时 ， 有 
xt, x) О азза) Hola). 


证 明 由 于 对 每 个 €O, а, EAN, B 
(1 х) =1 
所 以 
(t x) — Са) 


adi [16:90:69 162-1628, (y), ' 
= J. 2 


(xtti) 006—0) 000) fG0) t0) 
+ b. | 2 s 
ЖЬ. (+) 在 t=0 点 连续 的 偶 函 数 ， 且 有 
Lim ВОВ) — Lim BO их) 
t+ 一 0 252-5. 90 3 


(5.8) — 
或 b) ~ iig) 0) 
` XAD 

1»(25т = i. sinta da (=1—au 
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且 对 每 一 个 6>0 有 


= 

LOG x» x) = 1 Í Av x)da, (t) 
z toz 

=L (sso 

"га t|<= 


Е 15 
1 ты бт) 


Эл. an emtanQ) 
= 
U= сов)? 
由 (5.7 ) 导出 ， 对 每 个 6>0 有 
Is (Ль(ь x), x) =o (1—a,) =o (1,(2sin: © 至 0), 
因此 应 用 等 价 关系 转化 引 理 ， 从 (5.8) 导出 
L(hs буи GOL (ат, 0)» (oo) ， 
ма, о ОНО ра) жоба)» (оэ). 
证 音 。 
作为 例子 ， 引 入 Weierstrass 卷 积 算 子 W,(00): 对 每 个 EBs 和 p>0, 令 
w,@, у= | вада: : 
Tm 


其 中 оет X67 coskt 是 Jacobi- 函数 ,明显 的 ， 它 是 具有 介 核 的 正 着 算 子 ， 


例 ! {Wa} „о JEWeierstrass 卷 积 算 子 族 ， 若 fEBi* 且 在 x 点 具有 二 阶 准 
Riemann SJ fU: (x), 24 р-0* 时 ， 有 


wt х) О) риа (х) +о(о), (р->0*). 
证 明 由 于 对 p>0， 


раз 
в) = + E e^ coskt, 


к=] 
: 
所 以 有 1—аь=1—е-^* (к=1,2--.) 
Е: — 
因此 有 Lim l7?» mLim 176 La. 
p>ot 1—91, pr0* 1—е 
x 1—aw=1—e ?~p (о>0*), 


ИНАК НЕ а, ШЕР. 
现在 研究 定理 1.14 中 ( 5.7 ) 的 等 价 条 件 ，1967 年 Turesky 证 得 如 下 定理 
定理 1.15 ( Turesky 等 价 条 价 ) 设 { dh。 } seo 是 偶 性 正 Bore 测度 核 ， 则 如 下 条 


件 是 等 价 的 ， 
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1) 对 YkEN，Lim Раки, 


p»p,l79w 


u) (аш, 0)mo(1—72:2s. Co*0:2, 
Iv) 对 任意 确定 的 020, # 
fiasco meae (op). 


证 明 0) -一 1D) 是 明显 的 。 
п) =). ни) 导出 
(1-а:„)—4(1-а:„)=о (1-а:») (o0), 


= 
或 Lf (вт Рода (О =о(1-аь) (Coe). 
x Ja. 2 4 


由 于 

VE: HS F На: 

4sin* j-—sin't Asin? (1 cost p) =4sint 5. 
所 以 有 


Yin )-i fu аи, ()=о@ ан») (o1) . 


1) 一 >iv) 对 任何 5>0 有 
Tu 1 Е ; 
f anco < j, sin dt, < L Gia, о), 


sin -2 in^ 


由 UD 导出 ， 对 每 个 5>0 有 
M (o0). 


Iv) => 1)。 由 于 对 每 个 kEN， 有 


所 以 对 站 es>0，35>0 WRH ld oH, Ж 
| sint Ek? зп [< sitt, 
从 而 有 
= | 
[@-авш-к'(1-ад|=|#& J биз cies вы 
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8 
< NS sint аы, ачко) | anco 
š 5<Н <x 
2 7 
< | tayo OE fo» Ө) 


7$ а н faeo, 


ШЖ у) еро 是 任意 导出 ， 对 每 个 kEN 有 


Lim iek? 
1-ai, 


证 毕 。 

最 后 我 们 指出 ， 有 一 些 熟知 的 正 卷 积 算 子 族 它们 相应 的 Borl 测度 核 不 适合 Turesky 
等 价 条 件 ， 例 如 Fejer 核 { F.) «ex 和 Poisson Bi { P, } ecos) 可 见 对 此 类 正 卷 积 算 子 
建立 Vonproskya 渐 近 表 示 是 不 适宜 的 、 

还 应 说 明 。§ 5,1 一 $ 5,4 中 的 大 部 分 结果 是 作者 得 到 的 ， 有 的 还 是 第 一 次 出 现 的 ， 

5.5 Mamedov 渐 近 表示 式 ç 

` 现在 讨论 逼近 度 的 一 般 浙 近 表示 ， 主 要 是 建立 正 线性 算 子 列 的 Mamedov 渐 近 表示 式 ， 
.为 此 需要 说 明 如 下 引 理 。 
5181.10 U ( L.) sen 是 B(D) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 若 p(n) 一 十 ce (п +оо ) 使 得 
对 xED 有 
(9-05 x) +5 (у) (по), 
МХ 570 和 每 个 gEB(D) 有 
La Cg( D4s(t,x), x) nc (по). 
证 明 120.05) = (t| t€ D. Н lt 一 x| <ô}, KA D/ U.Co) ABRA Dr O Ne i 
足够 大 的 正 数 M (58, x 有 关 ) 使 得 对 #tED 有 
M(t—x)* > lg(t) [2st x), 
因此 ， 当 n 一 十 co 时 ， 有 
|La (g(t)Asltsx),x) |< L. (| gCt)l 4 (t, x), x) 
XML. ((17:0*,x) =o,.(— 1). 
в, p(n) 

引 理 1.11 UE CL.) ,ex 是 B(D) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 存 在 p(n) 一 十 co (п Боо ) 使 

得 对 xED， 当 n 一 十 co 时 有 


La ((@—'*, хо. (у), 


La (G—x)*, x )=o.Ç y (5.10) 
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(5.9) 


die (1-х) ЄВ(р) He(t-x)20 (1-х), LE пә+ооң Ж, : 
L (eA) x) eo (3) "з (вш) 
证 明 МХ e(t—x)—0 (1-х), AR 6000, 8020, ARE x) t€ Ua) 
{tltED H |:-х|<0} A [4-х Ces. BIEXI t€ Di 
le(r-3)6—9*| < ео (сх) 4G, х) е0) 10723), 
从 而 . 
|» (®(ї—х)(4—х)*,х ) | «ео. (х)? ,x)+ L, (Ае) (rS х) х) 
由 于 |e(t 一 x) | (17 32* € BCD), ЖЖ. 10 (5.9) Ж (5.10). FH 
IL. Ce(t73)08—3)*, x) < 8:0 6) * °С 
HA ®›>0 是 任意 的 ， 所 以 当 n 一 十 NA .; оу 
L. беа)", x) 9405). da 
证 毕 。 NEZ 
定理 1,16 (Mamedov) 设 {L。j «ex Æ SOLER тэ о) + 
(п +оо) 使 得 对 x € D n— ooi 


р 1.0, x)=1+ esta? | | { 2 n ys 


п) Lx) -x ua “(sb (kei, 2); 


п) La (@—x)*, x) = оу): 
若 fEB(D) 在 x 点 的 某 个 小 邻 域内 连续 可 微 且 (xE ШИ n— со 时 ， 有 


L(t x) t6) = COF EP (Ra) IQ ) tei (5.12) 


证 明 由 ftEB(D) 和 条 件 1) 有 

Lalf, x) —t(x)=L, (1) -Кх), x) + o( FOL i (5.13) 
又 因为 fEB(D) 在 x 的 某 个 邻 域 连续 可 微 且 f"(x) 存 在 ， 所 以 对 tED 有 Е 

D-r О) OG 6 ах), 


其 中 e(t 一 x) 一 0 (tx) Н se(t 一 x)EB(D)， 因 此 有 
Ls (20) 00), x) =f (x)L,(t—x, x) 
GL, (a=, x) +L, (elx), x) om 
由 条 件 1), п) 导出 ， 当 mn 一 十 co 时 
= = G) ao МЫ, 
L.(t—x, x) v) оу), 
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2 =% е. 
La (=, x) = POREO + + gt 
应 用 引 理 1.11 有 Jue 
La ( el(t—x)(t—x)*, х) = o,( 2 zy) (noe) 


ЩН (5.13), (5.14) PH (5.12), Ш. | 
@ (Р, } „єн JE Bernstein-Kantorovich & 3l. 3$ f€B (0, 1) # x€ (` 
1) ЖЛЕ Н. ONHE, ПЧ n Нео}, A 


e«t, x) -t6)e 0 7 E QD 7 * (X ). 
证 明 由 于 ( 见 84.3 例 4)， 对 naEN 有 аё bç АЁ 
P.G, х)=1, раны "A 
1—2x 53 
P.(t, x)=x HFI’ 


х(2—3х) | 1—6x+6x? 
P,(t*, x)=x* + Hi + XatD 
并 由 引 理 1.4 导 出 ， 当 no eo 有 


Pa ((t—x)*, x) Toi ЕТУ» 


MUR ф(п)=п+1, ш (х) 01—20), ш,(х) = x(2— 83) ,出 (5.1258) 
оуу CxXGZ23Dt' G2)" 
P.(f, x) 10) = CEDE 


(п—оо) 


ЧЕН. 
类 似 于 定理 1.16 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 。 ч 
ral 17 GE CL.) sex 是 B(D) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 存 在 o (п) 9 +оо ( К=1» » 


в ox) (n—-co) ， 使 得 当 n 一 十 co 时 ， 对 xED 有 


$7 


D 1.01, x)= 1+9) tol 


п) LG ext PI eo C Lo» Gen 2). 


"D т„(@—х)*, x) =o ( —), 
o (п) А 
著 fEB(D) 在 x 点 的 某 个 邻 域内 连续 可 微 日 f"(x) 存 在 ， 则 当 n 一 十 co 时， 有 
о) (x) —xt”(x) А 
L.(t x) #0) o) ee Us (х) 4 oC! 
定理 1.18 UE CIT.) .ex 是 B(D) 上 的 正 线性 算 子 列 、 存 在 pn) — 十 co B 


ЖӨӨ” ° ду) (Cn 一 +m)， 合 得当 n 一 时, 对 xED 有 


п 


1) ва, х)=1 (в УБ)» 


1) L(t, x)=xt + HABD os ox( 


ра) (k=, 2)， 


ш) L.( [C x)- oS 5): 
RIEBE x 点 的 某 个 邻 域内 连续 可 微 且 t^GOfrfe, М m 一 十 ce 时 ， 有 
Laits x)-tG)- "ОСО о, EXON 
作为 定理 1.18 的 应 用 给 出 修正 的 Landau 算 子 列 的 Vonorovskya 渐 近 表示 式 。 


#42 07.) „ен 是 修正 的 Landau 算 于 列 , 车 fEB (0, 1) 在 xE (0, 1) 点 的 
某 个 邻 域内 连续 可 微 且 f"(x) 存 在 ， 则 当 n 一 十 oo 时 有 


15 D= О0о (1), 
证 明 ШТ ($4.39), -对 xE Co, 1) 和 nEN 有 
Та, 3-1, T.G, х)=х 


m Tas, omia UTD) 


е EDI 


又 因 


Тело х) = бат) | ama 


23  (xü-3)0* . д : 
2 Qn-3)2n45) G 1) (+=); 
所 以 取 рап) =п, фа(п) =" gui (0) = C732, р (х) о, ВНЖ 1.18 9 
出 所 求 的 渐 近 表示 式 ， 证 毕 。 
应 当 指出 ， 从 定理 1.16 的 证 明 中 可 见 ， 若 f€ C:(D), ИЕ (5.12) E D 上 
是 一 致 成 立 的 ， 同 样 地 ， 这 个 断言 对 定理 1.17 和 定理 1.18 也 是 正确 的 。 
现在 讨论 定理 1.16 中 条 件 ( 5.10 ) 的 等 价 条 件 ， 类 似 于 定理 1.15 的 Turesky 等 f 条 
件 ， 我 们 给 出 如 下 M amedov 等 价 条 件 。 
定理 1.19 (Mamedov 等 价 条 件 ) ECL.) ,ev ÆC (a, b) 上 的 正 线性 算 子 列 。 记 
ваб) =, С), x) 
且 对 每 个 xE (a, b), Ш n 一 十 co 时 有 
1.0, x)=1+o,(u.(x)), 
Lal х)=х+о, (ш.(х)), 
则 如 下 条 件 是 等 价 的 : 


i) 对 每 个 EC (a, b) 且 在 xE (a, b) 的 某 个 邻 域内 二 次 连续 可 微 ， 有 
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БА 


1.06, x, )—{(х)=1”(х)и„(х)+о„((х)) (n9), 
H) L.(tc—x3)*, x) =о (0460), (ве +оо). 
HDHD EC (а, b) ЖА 620, A . 
La (f(As (+, x), x) =о,(и„(х)) (по +оо) 。 
证 明 WA 100) = (1—30* € C* [a 6] Н t'(x)=0,B DL 1) e— 1) 是 明显 的 。 Ши) 
=>) 是 引 理 1.100988 „ВЫ АШЫК Va) m0, и.о, Ши) e» ma 


о! 
定理 1.16 的 特例 ， 证 毕 。 


第 二 章 逼近 度 估计 
831， 光滑 模 与 K 一 泛 函 


11 光滑 模 
设 D= (a, b) , Da (a, b—rh) (h>0, r€N) · Zix EDws 记 Ast, x) 


(x+h) -tx) A (t, x) АКА: Ct х), 


' ДЕ» x) ek (=1 Qr Geo (1,1) 
称 它 为 ?在 x 点 的 r 阶 向 前 差分 。 若 F EX。( D) (1<р< oo) ,有 
[д се), срд) 2115, (р). (1,2) 
#иє (р), ИЯ 
дь x) m ft |! |! Cetu Hus ttu ашан аш, 
或 
Дд (в, x) =n f? No (x+u) du 
其 中 N.(t) 是 Peano 核 ， 即 
Гмина 
且 有 0<N,(t)<1 和 Иль, (1<р< +0). ИГ Єх,(р) (1<р< roof 
1AE CE ) lx» oon &h' Ht fxs (1,3) 


特别 当 f EC CD) 时 ， 由 积分 中 值 定理 存在 9 € (x, x+rh) 使 得 
Ai Ct, x) —h't © (0) 


MHR €x,(p) ( 1<p< +), xir €N, 0<<°—, {а 


e«t, t),=o,(t, Эх;=5Бир1 Ai (t) (рь) хь тИ, 


<h<t 
特别 当 r 一 1 时 ， 通 称 o:(f，t)? 为 Xe 上 的 连 桂 模 ， 下 文 约定 记 o (f t) =@ (t, D», 
alf, Üco—o.(f, Eat, 0) = 15 


5% 


由 Xr 上 的 连续 模 的 定义 ， 不 难得 到 r 阶 光滑 模 的 如 下 性 质 : Коду 
i) 对 每 个 EXP(D) (1<р<оо) Жо, Ct, 0* )e=0,. 即 @:(f， 9e (t=0*) 
СЕНЕ, Rojo, Not, trot, їз)» i 
iii) 对 kK. €N, 有 : ES 
of, küs&k'of, t> š tw EUR em 
ARX XD Oft а: 
of, Ма ФА t)= si (1.4) 
iv) 对 每 个 EXe(D) C 1&p& too ) 和 1<j<r 有 š 
af, t)e&2lo, (t, t)» . (15) 
特别 当 j=r 时 有 ov(f，t)e<2rltle " Y 7 
证 明 由 r 阶 向 前 差分 的 定义 有 кор: 


Ai (t, x) SAAT’ (t, x) 
由 (1,2 ) 导 出 
TAEC) lxo om &20AP (Once) o5 S90 Ver aua EP 
再 由 r 阶 光滑 模 定义 得 到 ( 1,5 ) 证 毕 。 
利用 (1,3 ) 类 似 地 可 得 
VREDE EXD) C 1&j&r ) 有 
ot, t), по, (t 9. t), (1,6) 
在 应 用 中 我 们 需要 如 下 引 理 ， 设 y= 一 cx+pB № D= (а, b) ЖЖ о, =. toD, Ж] 
Xx=Yy 十 6(Y=a- :为 它 的 道 映 照 ， 不 难 证 明 I 


Siga. f€Xe(D)(1&p&oo), МЕ) fry) €.) вно, 


асе) oA 


s D bu... 
о, (P, txo wn =a o(t,a7 ys o (1,7) 
H (1,5) 和 (1,6 ) 可 见 ， 高 阶 光 滑 模 可 以 由 低 阶 光 滑 模 控制 ,，Marchaud 建立 了 用 
高 阶 光滑 模 估计 低 阶 光 滑 模 的 不 等 式 ， 即 
引 理 2.2 ( Marchaud 不 等 式 )  BrE€N, I«p«-oo, D= (a, b) ;我 们 有 
1) 存在 仅 依赖 于 r，p 和 D 的 正常 数 M 和 5， 使 得 对 每 个 EXe(D) 和 tE(C0,5) 有 


o (t, DM (Ithe + зо u),du) (1,8) 
=, 2, өт-1. š ЖЕ Т. 
ii) 若 对 某 个 6>0 
е0, u)sdu< +оо i | 0008) 


Mie EXiCD) 且 对 +t ECO, DAE cs 


о, t9 „дном Јоана (1,10) 


由 引 理 2.2 中 ii ) 断定 ， 若 r 阶 光滑 模 o :(f，u)pdu 关 于 u 以 足够 快 的 速度 趋 于 零 时 ，f 具有 
足够 的 光滑 性 ， 引 理 的 证 明 贸 在 § 1.3. 
为 下 文 研究 需要 ， 引 入 如 下 光滑 函数 类 ， 设 r 是 非 负 整数 ，0<a<1， 记 


UNS. (K)= {fl EL DRO, Dr (тж) = 
үрер. (K)= {tlf ELD) Нога» 0rm0() | 
* K»0 LM seb 


其 中 1 和 p< 二 co， 特别 约定 уз, М0 з МУУ. Xd 
Lipia= (tlt €C(D)Bo,, (fs O&CG-D)K(C }, 
Lip'a= [Lipia = (flt ЕС(р)Но,, (4, t)= o(t'*°) } 

к>0 = 

特别 约定 ”Lipa 一 Lip*ay Lip'a=Lip'a, H4 ° 

Wie(K) 1<р<+° 


Xi, (K)= Ms ый Xi 12:0 (1<р< +оо) 
出 引 理 2,2 导 出 
Хр! (D) EXL.EX;(D) (1<r<+%) 
此 外 还 有 如 下 结果 


3182.3 设 0<a<1，r 是 非 负 整 数 ， 则 有 
Хр. = {flf EXED)EL O €Xp,,) 


证 明 Wr EXIDE O EXr.a , о, t)e=O(t) 由 (1,6) 导 出 


Oili ty<t'o (tt), e=), Wf EX a, 
反之 ,着 t EX5。， 则 对 8>0 有 | u hosil urdu< +e 
由 引 理 2,2 中 让) ， 断 定 f €XE (D) 且 对 tE(0,6) 有 
о. (t? , t); <C: fia (010 yr**duo су (9), Bp p O0 Exre 证 毕 。 
1.2 K——i£i 


‚ ХАНИМ, PRM o ORUJEX НКТ, НАЖАВ. |, № 
每 个 EX 和 t>>0， 记 
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к wr {lt—glx+tlglu} (1,11) 


PE А (1.11) 可 见 ，K 一 泛 函 是 度量 用 U 中 元 素 过 近 t€ x 的 逼近 各 
度 ， 它 是 J.Peetre 首 先 引进 的 ， 明 显 地 Ku (f, t) 是 X 上 的 非 线性 泛 函 。 

由 KK 一 泛 函 的 定义 直接 可 导出 如 下 性 质 . 

1) ЖИ» fa EX， 和 t>0 有 Ku Cfi +f:，t)x<Ku(fi，t)x 十 Ku (fs，t)xy 


ii) 对 每 个 : EX， 有 Ku(f，t)x~=0 ‹‹—0*) 

прохю<и «t,» ЖКО, п)х< Ко, tix 

iv) 对 每 个 EX， 有 Ku(f，t)x<iflx， (1,12) 
而 对 gs 60,4, Ков» Ox«tlglo (1,13) 


对 于 X，U 的 各 种 不 同 选取 ， 产 生 了 各 种 不 同形 式 的 K 一 泛 函 ， 例 如 
Я! 设 X=Xr(D), U=XE(D)(1<p<+oo, rEN), 规定 1 EXe(D) 
的 范 数 为 |f1,，g EX5(D) 的 半 范 为 | g1,=1lg "1,， 则 


K(f» t)=inf { lf—gl: +t" igl» ) 
g €x; 


为 Xp(D) 上 的 K 一 泛 函 。 
#2 设 X=Xr(D)，U=X'(D) (1<р< +оо, Єм), #1 Єх.) А1, 
g€ XICD) 的 范 数 为 lgly，, 一 1al + gl r, W! 
K(t Oemint — (It—gle-rlglo) 
g€Xi(D) 
也 是 Xp(D) 上 的 kK 一 泛 函 。 
一 般 地 我 们 引入 X 上 的 双 参 数 K 一 泛 函 ， 对 每 个 EX 和 ti，t>0， 记 


Коб, ty tx =inf {lt—glx+tlglu+tilglx} ， 
gEU 


dint, MK sm Kit, t Ox 


X 室 间 的 两 个 K 一 泛 函 Ku(f，Dx 和 Ku(f，t，t)z 有 如 下 能 等 价 关 系 。 
3182.4, AEA EXM, 02097 


Камал ны ке, 0) К, t, tu)x<min(1, ны 


ах, түүх Съм) 
хоо (0, 1) 上 的 特征 函数 ， 因 而 有 


Kt, t, буа, и Ех Kot, 0x 
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证 明 由 (1。12) 对 ?EX 和 tb t0 有 Ku(f，t Б 又 对 YgEU 有 
йуз, t echt abet llo to las +t TE m lo tll НЫ 
FER, t 0f g EU 有 
KS ишаа sole CHE o (Еа ОИУ 
Кобе «вита н Ан о o (OR 0x2 оС тас) 5) 
BPE, та>» мо <í 
Ku(t, а И А а За +t: )lf—g!x +tlg lu +t: 8х 
а aborder th 
Ш РИС . 
ко, vt —tülglx&lt—glx telel +n Mele ghz 
«2|t— glx tlglu-ti ы 
Ж, n >04 
Кобе, Dx-Fmin(1, НЫ «Жо, t t)x С 
特别 地 由 ( 1.14 ) 得 到 
‚ ##2,1 . Vr EN， 则 每 对 个 EXD) (1<р< +оо ) 和 t>0 有 
Kt, Орша» tltle Ке, t» (1,15) 
现在 设 U 是 X 中 的 稠密 子 空间 ，U, 是 U 中 稠密 线性 集 ， 其 元 素 的 半 范 分 别 为 |" fo |, luo 对 
р, >>0 和 每 个 gEU， 记 
Kos(g, ti» ta)u=inf {Паво lot Ige los ots Ige ) 
go € vs 
BR, АМ АЙ Ж Йи, t: 220, Коо (в, ti, t:203EU. ERIS Et, 80011 
Ков tis Ou< lglo (1,16) 
利用 这 个 特殊 的 半 范 ， 我 们 引入 X 上 含有 三 个 参数 的 K 一 泛 函 :对 每 个 EX GG S, а 
KEC, t, ti, ta)x=inf (It— glx Ков tis ta)u} 
gEU 


由 (1.16) 可 见 ， 对 Yt， ti， ts>0 有 
коб, t, tis tx Kv(f, Ox (1, 17) 


特别 地 ， 取 X=Xp(D)。 USX;CD)BU, =X; (D) &p& +оо, t, рЄм), 则 对 每 个 


f EX 和 t, в, >08 та 
KW, t t tae =int [Irc gl ets t tx) 
вех; 
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其 中 
Ele ti «жеш „ MILL let lg? Do tlg i? le ) 


关于 X、U 及 其 范 数 的 各 种 特殊 选取 ， 将 在 下 文中 陆续 讨论 ， 最 后 引入 集合 
Q.= (tlf €XBKu(#, t)x=oGt°), =-=0* } i 
其 中 0 并 称 它 为 X 上 的 q 阶 光滑 类 。 
1.3 X(D) 上 光滑 模 与 K 一 泛 函 的 级 等 价 定理 


为 建立 Xe(D)(1 生 bp 和 十 ceo) 上 光滑 模 ov(f，t)e 与 K 一 泛 函 Ki(t，t)z 的 弱 等 价 关系 ， 需 
要 如 下 引 理 (证 明 参 见 L。L.。Schurmaker (1) ) 
引 理 ?.5( 导 数 间 播 补 不 等 式 ) 设 D= (a, b), r EN， 则 存在 仅 依赖 于 r 和 D 的 正常 


数 Cu(1<j<r 一 1) 使 得 对 每 个 : EX5(D) 和 。E(0, 27) 
It ? ОЧТА Э) (1, 18) 
826 设 J= (e ,了 = (с, d-r*O ， 其 中 t>0，r €N, ИМЕЛ ex (3) 
а<о< +o), вех, (了 ) 使 得 


иво < [РАБО dur oe, Oxon G, 19) 
m 
lg boo SC-D ес, IAS OD Do 
«r'(2'—1o.(, t)x» u) (1, 20) 
ЗМИ, 363 = (ог, а), АДО ЯЛ 分 别 改 为 Ar 和 Arit ，(1,19) 和 (1,20) 
仍然 成 立 。 
证 明 对 f EXe( 闻 ) 作 Steklov 平 均 : 


я: 
в) [оор MAD 一 au 


P 


=) [; igo 


j=1 
其 中 Ne(t) ЖРеапоВь & rex; G3] м e), M3} 


<< 
А NC?) а N.GD 
Глен сви g teu) du 


85 


et u 


= к) 
= f. FO +) 0 dust Aj (вх) 
因此 有 
ай Cnr (1) DAR (P, x) (1,21) 
j=1 


Ш (1, 21) ИЖ g €X; (本 ) ， 注 意 到 peano 核 Nt(t) 的 性 质 导 出 。 
-elo < ГЕ ALD, ost HALO Bs co a 

<r VIP ДН, o m rot Cos (f, +) xÇ) 
其 次 ， 由 ( 1，21 ) 对 8 微分 r 次 得 到 


BOWE CD) Go 7 An (9, x) 
i=] 
= CO (Deoa а, © 


ase ()er-im 
-1 


mit e MN Olio oo Снов, Os CT) 


所 以 有 
tlg lxs < Gr-1) r'o, (f, t) x, (т). 


212. 1 ( Peetre—lohnen) 设 rEN，D= (а, b) ， 存 在 仅 依赖 于 r，p 和 D 的 正 
常数 C1 和 C: 使 得 对 每 个 : EX,( D) (1<р< +оо) 和 t>0 有 
Ciar (f, t) CK (f, «Со, Ct t), (1. 22) 


证 明 由 差分 性 质 ， 对 Yg CXL (Df 
IA; (£) ро < IA; Сев) lxo ось) + LAE Cg) Бронь 


< 2'1t—glx; ссем ФА а fxs con 
<2' CIt- glo» +818 ? Ixso ) 
其 中 Dis= (а, b—rh) (в>5), XTg €x; (D) 了 芭 下 确 界 得 到 


1; (f) Exo con 2'K, (f> в), 
从 而 得 
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9. Ct «)„<2'К.(, 0), 
因此 只 要 取 C, =2- ESI (1. 22) 的 左 端 不 等 式 ， 


现在 证 明 (1, 22) HARRER nsa HPT (i=0，1，2，3) ЭФ, Mos 
m)» J= (тт) Я = Mo п), Xitg EX; (j=1,2) 且 适合 (1，19) 和 (1， 


20 ) ， 我 们 根据 g&: Mg: МЕ EX5(D ), 为 此 取 EL (D) ERO € Dio v (0 «t 
H 


ро t€ (no т) 
СЫН t€ (т, 0 
和 

1P O [reo (y & Coo +оо (120, 1, 2, 1). 
4 


в= (1-1) gi Fg: =g +U ( g: —g: ) 
| 则 g EX;(D)。 由 (1 19) 得 到 


Лев хь оу EH tg lxs do +If—g lx, Ja < 2r or СБ t) хо» (1.23) 
利用 Leibniz 法 则 和 引 理 2。5 得 到 

19) 
Ig есас, (g Бр Jo HRS lg: ва D Jo 


«c. (218: Ix, Jo +g: о gs) ва ва log, ) 


do 
Ce lg [xo Ja) Hga” [xe Ja) „тах 20781900 
і=1, 


HFE, JEJ MUR 
tlg? Ix, «Сеа ? frp do 十 lg: 09 Dx J2) „тах 


і=1, 


ELI) ) (її, 2) 


又 因为 tEJ 时 g(t) 一 gi(t)， 而 tEJ: 时 ，g(t)=g:(t)， 所 以 对 i=1，2，3 有 
Ig? [xe сю €CsClgi t) Expo lg: C Ix, оз тах Hf—gilxyun ) 


i=l, 2 
因此 得 到 
lg? Ixs mSCemax Ct- gilxsoo Igi Ino on) 
z i=) 2 
由 (1，19) 8 (1, 20), r< 573, f 
tlg'? Ix; о SC;o,(f, tx, io (1.21) 


因此 ， 当 0<t<- Ем, H (1,23), (1. 24) 得 到 
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К. Ct t) lt gli o» 01809 lo) Cio (fs t), 


其 中 C: 是 仅 依赖 于 r，P 及 D 的 正常 数 ， 证 毕 。 

由 定理 2。1 和 推论 2。1 得 到 

推论 2 .2 设 rEN， 则 对 每 个 EX。 (D) (1<p< +оо) 和 t>0 有 

Kr(f, t) omin (1, и) М1 Но. (f t)» (1. 25) 

应 用 定理 2。1 要 证 明光 滑 模 的 Marchaud 不 等 式 ( 即 引 理 2.2)， 只 需 证 明 Xe(D) 上 的 
FK 一 泛 函 成 立 Marchaud 不 等 式 。 

定理 2, 2 ( Marchand) ” 设 0<t<1， 则 对 每 个 1EXp (D) (1&p& teo) 和 
)(i<j<r—-1) 有 


к, (в усн С fs Cn зә) (1. 26) 
其 中 C 是 仅 依赖 于 j，r 和 D 的 正常 数 。 
证 明 设 fEX。(D) (1<р< +), ， 对 每 个 hb>0 fr # g, €X; (D) 使 得 
It— gil, hl К, (fs В) р (1.27) 
对 给 定 的 tfE (0，1 ) ， 选 取 n 使 得 CZ CL, Фф = к, W 


п—1 
ВФ =E (pipis) +9. 


固定 1 (1<jscr 一 1 ) 。 对 上 式 求 j 交 导数， 并 应 用 导数 间 插 补 不 等 式 得 到 
СІ БЕСЕ (+ Сачу фа) 
十 29i(lpsl C20) 1. 9 b) 
«ok (итам) "lo, O5) вои 


n 
LCE 2-к‚(, 2ч),+2-°%И1, 
k=0 


diFlt-gl,«2K (fs t) 所 以 
Ki(f, x< It gil. tlg, 0. 


«cjr im, saka, 2] 
к=! 1 


Е] 
z 


1 
< Cati(lths+ fisi (e 5),ds) 
2 
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注意 到 
i 


2 
[eris suci ftris (s E) rds 
Li t 


2 
«nj s^ IK (f, s) ds 
t 


«аак, Ce s) entr) 


从 而 得 到 ， 对 j (1<j<r 一 1 ) 有 
K Ct Oum co ith (ctr Cn s) sas) 
2 #2. 3 (Marchaud) 8 тЄм, # f€Xi(D) (1<p< +) 使 得 对 某 个 
iir) d 
| iiec вә (1. 28) 


WrexXp) H 


Ifc (Hb + fev (1, з) из) (1. 30) 
НС, ЛТ, r, РАТЕ S. 
证 明 设 fEXP(D)， 而 gs EX5(D) 使 得 


lt—gsl, +h" Igi? ,<2K,(t hls 
与 定理 2。? 的 证 明 类 似 可 得 


оо °° 
У фа фън. Са (2 te) К, Cn и), 
k=0 k=0 
< cs fin ss 
Зи =1, Ш (1, 28) 导出 


55 i 
x ioi? pn ORC: | 57!7%К‚ (fs 8) ›95< +оо 
k=0 o 


твер 人 ) 在 XiXD7 内 收 仇 ， 即 mw 在 Xi(D) 内 有 极 黑 元 , Ho, fJ MUR] N 


и—Ф.Ьҗ?К‹({, 2751), 

注意 K: (fo 0) "是 + 的 单调 不 减 函数 和 条 件 (1。28 ) 导出 
LimK, ({, 27*t) ,—0 
k ~ 十 co 
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从 而 有 
It-7oil,—--0 (k— +оо) 


因此 得 到 EXi(D) (1<j<r-—1). 
其 次 证 明 (1. 29), HF 


оо - 
E lw) фо DLE zük (port »«e. | siK (ү, 8) ds 
k=0 k=0 В 

ЖИ 1—0 (k-- Бос), MURISSI 1A 


i 
ш, SID es | ik, (1, в) ss 


=! l, + с, ka (а, 8) sds 
HK, (ү, t) "的 单调 性 和 g: 的 选取 ， 有 
lg: t 1 <2K, (r, 1) <21fl， 
it-gil;s2ltl;. 
于 是 由 导数 间 插 补 不 等 式 得 到 
Igi? < ctlg +I sl Ы< с(и—в-®И1„+1!° b) 
<cll, 
因此 得 到 (1. 29). 
ЗАРЕ (1. 30), 8 
K, (g), c) Alt? — 


zi 
D pee Cg fD) cap, 


Зв peni gl? b 
© 
<Б lop Ф + Ef s 
k=0 
' : 
< entm Ct» 5) sds+trik (f> t),). 


1. 4 “空间 K 一 泛 函 的 上 界 估计 


用 K:(f，t ) 表示 C(D) (D= (a, b) , r€N) 上 的 K 一 泛 函 ， 约 定 | .lcto = Fl 
定理 ?2.1 指出 对 每 个 EC (D) 和 0<t<b 一 ax 有 
270: Cf» t) EK, (1, t) «С: (г) о, Cf t) 
其 中 Cx(r) 是 仅 依赖 于 r、D 的 正常 数 ， 在 逼近 度量 化 估计 中 C:(r) 的 显 式 表 示 是 重要 的 ,本 
节 论 论 r=1、2 的 情况 。 .。 
首先 设 oa(t) 是 (0，oe ) 上 连续 函数 且 o《0+)=0， 若 对 ¥0<ti<t: 有 
0<ө(ї:)—о(‹.)<ою(ї.—‹.) 
则 说 o(t) 是 连续 模 函 数 ， 例 如 对 每 个 EC [a，b] ， 它 的 一 阶 连续 模 o: (r c, 《约定 
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Эн>Ъ—а{, ©, (1, 0) —o: (1, b-a) 是 连续 模 函数 ， 容 易 证 明 ， 若 o(t) 是 〔0:co ) 
Жб, ЖИЕ Но (0*) 一 0， 则 o(t) 必 是 连续 模 函 数 。 称 上 凸 的 连续 模 函 数 为 
上 凸 连 续 模 ， 我 们 指出 ， 非 上 凸 的 连续 模 是 存在 的 ， 例 如 ， 设 0<h<1， 则 


x G< <) 
olt) =(1 (Ch<t<1) 
C(t-1+h) (1<t<1+1) 
2 (t>1+h) 
是 非 上 凸 的 连续 模 ， 
n 
设 a(t) 是 连续 模 函 数 ， 对 任意 n CN, 20, №20 (1=1, 2-0) HE. А =1, id 
im, 
~ n 
о (1) Suo (E леб.) ) 
n i=1 
У Wust 
і=1 


ШО (t) 是 上 凸 连续 横 、 明 显 地 ， 若 o(t) 是 上 凸 连续 模 ， 则 有 att)=o (+), 
Хао (O«o:CO(t € (0，co ) )， 则 有 ou(t) 之 a(t)， 由 于 如 下 的 结论 成 立 ， 


所 以 我 们 称 o(t) 为 o(t) 的 最 小 上 凸 优 函 数 ， 
8HH2. 7 对 任何 连续 函数 o(t) 志 0， 存 在 上 凸 连续 模 CO 得 对 t 之 0 有 


o) «a()«20() (1.31) 
其 中 常数 2 是 不 能 再 减 小 的 


证 明 由 定义 可 见 对 六 之 0 有 a(t)<BCt), 现 需 证 对 每 个 :>0 有 GCt)<26(1), 显 然 地 
只 须 证 明 对 o(t)<S(t) 成 立 的 t 不 等 式 成 立 ， 若 :是 这 种 点 ， 则 存在 ti 和 ta: 使 得 o(ti) 
=olti), Әб) =о (ts) НОЕ Cu» t) 是 线性 的 ， 因 此 有 


at)= EET o(t) + alt) 


өши 
由 连续 模 的 定义 导出 
®(+,)<®(4)» обы) (*--1)oQ) 
所 以 
aW u=. oC) а-а olt) 


e(t) tast: olt) ^ u-ü0 ой) 


ы ыз tatt 
аси ы-и i 
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+в. в о 


эи 70и. 1 
НЯ (1. 31). 
容易 计算 对 h>>0 有 
fa 
- * 0<t<h 
ө) 一 | 1 十 4 一 h h<.<Si+h 
Е [2 1+h<t 
于 是 
MONS (0<h<1 
Pr 7278 ) 


ЯГИ, (1. 31) 中 的 常数 ?是 不 能 再 减 小 的 证 毕 。 
现在 设 : ECD), P(x» у) 是 x，y 间 的 一 种 度量 ， 记 


обв 4) =, yes (ОО-О) 


x уЄр 
Е MGO—1()1, 
Itis Su eb р(х суз) 


Kolf» t) 一 inf (Ir—glc+tl8l,) 
g€G, 
其 中 Go= {flf €cC D) Ht, +}. 

关于 K 一 泛 函 K, 有 如 下 定理 。 


定理 2. 4 ( Brudnyi ) 设 i EC(D)，t>0， 则 有 


кш D= 40 (в 20 (а, 32) 
ZEE) круз CG, 
Зо, Ct» 20) < io, Cr7gy 2t) + фо, (в» 21) 
< bP2it7gl + (2t) 181, 
=lt—glt+tlsl, 
关于 g EG。 取 下 确 界 得 到 
Зе» (1, 21) KK, Cf t) 
ERAK, (1, 1) 是 上 同 的 ， 于 是 由 好 小 上 凸 优 函 数 的 性 质 导出 


Зою «X(G,0- K 50 


另 一 方面 ， 对 fEC(D) 和 任意 正 数 >0， 记 
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d— ER os,)7) 


D(x, y) t(y) -d— (x. y), GG y) €DXD, 
nG) = ДШ (х,у) 
则 有 
Da,y) l, <, (уЄр) 
ЯН в. lA +оо, Ша ЄС, XIN 
в›(х)—{(х) = (к(у)—4(х)—4—5ю(х, у))>-а 
但 
4бу)—+(х)—%о(х, y) < oo(f，p(x，y )) Mx, у)<2а 
所 以 对 ¥xED 有 
1tG0—7 g(x) Id 
于 是 有 
Kt» «itg lcttlg; 1,4444 
SUP (as (t 3) 一 м+м 
由 于 和 >0 是 任意 的 所 以 


к O< $05,595 (об D= Artze) 


С) 
利用 凸 分 析 中 一 个 经 典 定理 得 到 


к, D< ioxf，20 
因而 得 到 ， 对 ft EC(D) 和 t>0 有 


K,( 0) = doin 20 
证 毕 。 


特别 地 ， 取 p(x，y)= Ix-yl* (0<a<1)， 则 有 
адь coi (6 e), 
=Sup _(х)—{(у)1 

Mm ЕЯ, 
G,-—Lipa, 
Kt» 03k. =ing (иа +0181.) 

gELipa 
因此 有 
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#й#2.3 ”对 每 个 EC(D) 和 1>0 有 


x". (=+ (07) 
其 中 0<a<1， THRG,—C' (а, b) ， 则 有 
Kit Doo 20 
于 是 利用 (1。31 ) 得 到 
2. 4 对 每 个 : EC(D) 和 (>>0 有 
tolf ОК.» Ox2oi(t O. 
设 Ki* (f, 0 ti u)&c(D) 上 三 个 参数 的 K 一 泛 函 ， 即 对 每 个 (f，t，ti， t)! 
ЕС (a, b) XR Ж 
Rf oot Eee 


gec’ (0) 
其 中 


Ki(g tis ta)c'=int {реа ны ве +18} 
gs EC? 


为 给 出 K 的 上 界 估计 ， 我 们 需要 如 下 引 理 
8182. 8 ВЕС! (a, b) 对 0<h<b 一 a 令 
h 一 hz 一 a 
b—a 
f(x+t)dt хЄ (а, b), 


一 h_a 一 b 


x—a 


exei] 


记 ибо - G^ 60» Mt EC? (а, b) 且 有 
ЖАА 
«о: h) (1.33) 
Ifa. GT VE) ei (1, h) 


证 明 Ах Є (e, b) 有 


h-h х8 
b 
KOSTOS] боео lat 
ахта 
b—a 
Kolf» h) 
又 因为 
£f бо=(1--—) 1( r'Gerh—h 站 光一 Меш), 
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«an 


BiU 
I I< da-E o (r, h) 
TINISI IERARH, EP. 


为 方便 对 h>b 一 a>0。 令 (tf),(x)== ({')-.›(х),ЙЯГ({'){(х)=0 (x€ (а,Ь), 
h>b 一 a ) ， 于 是 对 Yh>0 有 
[Ee 


Ir 1 «вахо, 1-е (8, в) 


定理 2。5 对 每 个 (f， ts tis t2) ЄС! (е, b) XR,* 和 Yh>0 有 


( ~ 

\ tmin(1, входах СЕ. да n) 
, 

Kit ts to ta)< 


doti +(+ maxo 179 )o (r, в) | 
其 中 хе» 638 бо, D 上 的 特征 函数 ， 
证 明 首先 由 f EC' Ca, 2 ， 所 以 对 (ty to ta) ERAT 


Kis ts to о) (fs to n) 
FUR C1. 14) fü (1. 32), HYR 


Kalf tis ta)e’ —int { lf в е в Ht: 1871 } 
oec" 


mint, tl! For CK (и, т 


min(1, tIl Exo» o ti)max(15 венки, в) 
=тїп(ї, t) хо, оби) ma( 5 а) ои", в) 
其 次 ， 由 于 fEC! Са, b) ， 取 g* 为 引 理 2.8 中 的 fo 并 利用 (1。33 ) 得 到 ， 对 wh 20 
КТ ts tis ta) Sting (ев са Ве е) 
Босс" 


xia! гии bell) 


җе ан tlt max 0, 1-61 ))e в) 
因而 定理 证 毕 。 
特别 地 ， 当 t+, 二 0 时， 有 


推论 2。5 对 每 个 (f，t, O, u) ЄС! (a, b) X R 和 Yh>0 有 
tmax( t, 12) 9107, h) 


к?» t 0 t)<| (1+ lmax(0,1— 52 ) Jor, в) 


| min (max C225), 1+ доку в). 
现在 设 fEC(D)， 对 0<h<b 一 a 令 
eR 
fm)= | кош x€ (a, b) 
хта_ 
b—a 


Wixbb5—a, ФЕН, oco (х), RUFI. ЗИ 
312.9 设 fEC (a, b) ， 则 对 六 h>0 有 Е 
It-tulo;(t, h) (1.34) 


ны «тах (о, 1 дочь в) 
利用 定理 2,4 和 ( 1.34 ) 得 到 
定理 2.6 XH (r, ts tis ta) €C (a, b) X R? 和 Yh>0 有 
[тах (1, ЗЕ уду, һ) 


Kf (5 6 to s< (ind СА 二 max(0， 17,522 обесе) +1} 


` [min (max(1, A, 1+ ots h) 


证 明 首先 由 于 f EC(D)， 所 以 对 (t，t1st: ) ER; 和 车 h>>0， 利 用 定理 2。4 得 到 
Ki b tis ta) «Ki, О<ваха, Та, №) 
—max(1, жада, в). 
其 次 设 1= ces de (С) c (i=1. 2) ) 是 线性 函数 ， 则 有 


КТ 6 to ОКЕ, 6 to ta) +K, 66) 
由 定理 2。5 得 到 К 


КТ ts tis Зи Шри lcl 
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Хаң (1. 34) 得 到 ， 对 六 h>0 有 
KI(f—l, t, to n) «It-fulti НЫ 
d 1+- ахбо, 1— t) ә 0—1, h) 
内 于 1 是 任意 的 ， 所 以 
KG ие ыт [Qo mo i=, ое}, 
ces 


车 取 C= 0 并 注意 到 max (0, 1-8) «if. 31), тури ЖАРА 
KICA, ts to ta) < тїшах(1, a+ Je, (t, h) 证 毕 。 


taib, iio (t, hn) into;(t—ce,, h), WA 


cen 


KW ts 0, в) «(1+ Е max (0, 1-45: ))o:*(t в). 


现在 0 < n < 7*5, x€ (ath, b—h) ，fE CCD) 的 二 阶 中 心 差分 为 AL х) 


一 区 x 十 h) 一 2f(x) 十 Kx 一 hb)， 称 
@alf, 0) = ыр IAI(G Eua, а-ал 
0<t<h 


为 {的 二 阶 连续 横 、 
引 理 2。10 ЄС [a，b] ， 对 0<h<b 一 a 令 
í t(x+h)—f(a+h) +Ка) x€ (a—h, a) 
БА) = |fG) x€ (a, b) 
"f(x —h) —f(b—h)--f(b) x€ (b, b+h) 
则 对 xE Ca, b), 0<ó<n#; 


{ 02 (4, В уго: (в) о<ё<һ 


О 


(9:0, Пон, h) jeg. 2095) 


证 明 分 如 下 四 种 情况 讨论 
1°) #х+д, x, х-дЕ (a, b) MJ 


LAS (б, ха, х) cost, h) 
29) 设 x 一 5E (а—һ, а), а<х а русь, dich, Wi 
IA: (б. х) нв) ав) FG) с) 0) 
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озь Ix-aD ost, ах 1-1) os, 1—8 +В) 


«ом h)+2o, (s, È), 

#д=һ, RA 
МАТЬ, 3) 1 1а) GB) - G2 Cath) 
Xoi(t, $ а-х-в|)+о:(1, $ lath-xl) 


озь Вон, 22. 


3*) Шахд, STP <x，b<x 十 8， 对 0<5<h 可 类似 于 2? ) 中 的 处 理 得 到 


oilt, n+2ox(f №) 6<h 


ІА, I< | N 
[9:0 во: (6 -2 ) ó-h 


4%) йх—дЄ [a 一 h, а), х+дЄ (b, bHh), M3, n >=, 车 6<h, 则 有 


1A? Cos x) | eL fà b) ав) (а) 7216) 
十 人 Kx 十 6 一 b) 一 人 Cb 一 hb) 十 人 Cb)1 
ги 


<o (p >, text, làó-nl)to:i(t, + b—a—2h1) 


<o:(f ВО: в). 
车 6=h， 则 有 
IA? (т, s) |= IG) tlath) ба) 720) GO 


— fa h)— t(b—h)1 
«оз, P7*)oi( 1##®-ъ+ы) 


<, Вон (и, в) 
因而 (1。34) 得 证 。 
9182. її 设 0C<h<b 一 a，fEC (e, b) 的 二 阶 Steklov 平 均 定义 为 


h 
һ00= ff B Ë faGcEs- t dsdt x€ (a, b) 
E 


Wira EC? Co, 1) НЯ 
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вао Во s, В) 
м< Ро, h) (1. 36) 


им< (ох, Вок» в) 


证 明 (1. 35) XEXx € (а, b) 有 
h 


коога | Bore Dm iG) Gs аваа 
h D 


2 


«(oi ( В) +2006 вд) 


又 因为 
A 


ti (x) = i и „Собо н) Jat 
теа: 
和 ， 
1156) = (аба — 265 60-179) 
所 以 由 (1. 35) 1 (1. 34) 得 到 
| п «конь В) озь В) 
m B 
DAL hfe : oi fis h mas. oif h) 
T 
wei в) 


证 毕 。 


同样 地 约定 当 h>b 一 a>>0 时 ， 令 fas(x) 一 fs о-о (х), Ф (1. 36) 导出 ， 对 
h>0 有 


РБ Во, (t h) 


Hid <2max( Hs ye) o: (s h) (1. 37) 


Iñ l&max (HB Е) о: (1, h) 


Е: 11 
X82. 7 村 每 个 (f,t, to в) EC (a, b) XRI#lyh>0 有 
REE b to w 十 2ttamax Gs (53359 9:6 в) 

+ изтах( A, vl eit в) 


(1. 38) 
证 明 由 于 ft EC (а, b), МЫ (а, to в) Єв 


KG, ts tı» в) = inf { 一 中 十 inf в’ Cgil il ecl 11871) } 
g€c' g€c: м 


int (нае +1") ) 
Ж а=. BiH (1. 37) 导出 


Ki, tis ta) «ивы +t (t lr I+ ol D 
<(-+2u max Ge em) oif, h) + 


+ 2 вах (- 


1 \ 
bp? b-a) Cb b) 


证 毕 。 
特别 取 t, 二 0 得 到 
推论 2. 6 对 每 个 (f，t，0，t: ) €C Ca, b) X R: 和 Yh>0 有 

КРС 60, в) < G 2t max ( -1 


ia день h) 
其 实 由 定理 2。7 的 证 明 可 见 ， 当 t= 二 0，t: 二 t 时 有 


Ki(t, 1)=inf{ ие} 
gec? 


«Ga max( hs SL ))o: (r, h) 
特别 取 h=t>0 得 到 
推论 2。7 对 每 个 :EC (a, b) 和 t>>0 有 
Ка(1, о<( + +2max (1, б» 2). t) 
因此 当 0<t< (b—a) 时 有 


Kit, «Lot, о. 


1. 5 修正 K 一 泛 函 与 修正 光滑 模 
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$1. 3 一 一 !。4 中 建立 的 Xp(D) 上 K 一 泛 函 与 光滑 模 之 间 的 关系 。 都 是 假定 D 为 有 限 
HRN “本 节 将 涉及 无 穷 区 间 讨论 K 一 泛 函 与 光滑 模 关系 ， 不 失 一 般 可 设 D= (a, b) X 
1= (0, 1) , к.= (0, оо) Жв= ( —оо, со), = 

ЯФЕС*(а, БЕДЕ B38 GO FARE 


1° ) 存在 常数 C 之 2 使 得 
1) 在 端点 a=0， 一 c 或 b= 十 cc 的 邻 域 有 
c'eG)«eGO«ceG) — «Ele 
ел <c 809, С] <с®бО 
ii) 在 端点 b= 王 1 的 邻 域 有 
С-'Ф(у)<(х)<сӯ(у) 4<1-х<2, 
Ни cf, I< c iem, 


u) deb ЖИР) =о Н.Ж PO ao TOO xo eer e (o, D 使 得 


ED eom iti qua 6 m rao. 


iii) dta —eosto + cota POO жг. 


容易 验证 Ф(х)=ИхИ ах) (а>0йа=—1) #I= (0, 1) (а=-1) fig (a0) 
上 适合 上 述 条 件 。 对 fELr(D) (1<р+о ) Жи>о, + 
Ke(fy t)» = int(It—gl;tt*lo?g"l, ) 


s€ L; 
通称 Ko 为 Lw(D) 上 的 修正 K 一 泛 函 。 
现在 设 h>0， 令 
he = аи, (а, b) = В+ 
inf{ x |x+ hp(x)>0} (a, b) =R. 
һен [мге х|х+ҺЬф(х)<1} (а, b) =1 
sup ( x| x—ho(x)50 } (a, b) - R-ER 
НЕ, ЖЕНЯ (a, b) 有 
hp(h*)=| n*l 
而 
— iaa (а, b) =R: 或 R 
1—hg(n**) (a, b) = 
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本 节约 定 K 为 正常 数 ( 各 处 出 现 未 必 相同 ) ，A 是 导数 间 播 补 不 等 式 中 的 常数 ， 


(а^, 5’) (а, Ж 


Il o^» А Нн» vd а) hou" b), 


2 р=1 
= {ро 

KETSU > 
С,=48С"АА» 


Bi xf 


又 设 w(x) Ест, ө), oxvG)«invro)- {1 51 xi I GO 1С, "О! 


x22 
<с(хЕ(о, ~)), 


现在 对 € L,(D) (1<р<+°° ) #и>0, 4 
Qolf, t)=sup IAS (Dl. Cents co**) 
0<h<t 


又 对 1<p< +, Ф 
@Qlo(t，t)o=supj ДО, (h, (cih)*+ в), 
Oc ви" d 


Qi (t 0,7 sun САКИ, Gieio*-ias 1-h) 
0<һ<г* 


жа, , )=r(*+h)—2r(:)+ (C 一 h) 是 {的 二 阶 中 心 差分 , 记 


[ oi? t. 0 Qi 0 Ca, b) 2L 
оза, t= aM 1), (a, b) =R; 
0 (a, b) ^R 


并 称 
os(f; €; Qi( 0» Qt t), 
为 EL,(D) (1<р<+ oo ) 的 修正 光滑 模 ， 
由 修正 光滑 模 的 定义 可 见 


1) 设 p;，9%: 是 适合 条 件 的 权 函数 ， 而 ovw: 和 wz: 是 相应 的 修正 滑 模 ， 若 is К: ， 


则 存在 正常 数 k Mi DREA ELD) (1<p< 9) Яң €(0, to) 有 


Oif, t)x<Skio,:(t, t), 


ii) 存在 正常 数 k 和 t。 >0 使 得 对 每 个 EX*(D) Cip 99), (€(0, to) 有 


о,» M),KkM ost, t), 
关于 修正 光滑 模 和 修正 K 一 泛 函 之 间 的 关系 如 下 结果 。 


222. 8 (V.Totik) 存在 正常 数 k 和 t 之 0， 使 得 对 每 个 ELe(D) (1<р <+) 


和 tE (0, t) 有 
dress <KC, O,Sko,(s, t)» 
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ШИ НАЕК, (е, DsXko.( г)». 
D) "i Co, b) = (0,1) ,只 要 证 明 对 fE L, Co, 1) Н биргс (о, SK. Gt), 
< 


Се, OBIIT. 
1) 先 没 g 在 (0，4) 是 增加 而 OFER im 90 +, ERNAS 
xc0* 


А 


h*>0， 我 们 将 证 明 存在 函数 f, 使 得 
Тее ссср, pHo tloa d 
кое), - 2C A (t, +), (1. 40) 
其 中 t 充 分 小 ， 而 k 与 f，t 无 关 ， 
DLL e E 


God [вы [ (x +v9GO)+ 1G 7e G0) )av 
则 由 Minkowski 不 等 式 ， 有 
имао Га Гада OM, семаи 


<o,(t 0. 
由 简单 计算 得 到 
фе (х) = (-720"9 t 69' Ф)({,—{)+(Фф”—4Ф'). 


ди о Ddato t дү Gs ROI AV © 


* E “(бек te) 200+ ар) +2r(x—up))du 
* `í 
因而 出 (C1t)"<x 7200 ;导出 


Ф'(х)*+1@ф"(х)е(х) |= 960 ($ у +J. <2с: ge 


Peun.) 2c -1 
6 rs Sers 
其 中 利用 hp(h*)==| n* |， 应 用 Minkowski 不 等 式 得 到 
ПВ 0 *, т) ) «ect 8Ir—tli Gai 9, +) 
+® [чл Oi Gents TOt HASOR Сео", 32 } 


HIA eit’, +В) < 5о (е. 0) BD 
其 中 


xao! [| (боя) Gi) 0р) 
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*it(x-us) си locant эз) 


现 设 g€ Li(0, 1) Hog" EL, (0, 1), W 
, B(p«esG-s-B()  . 
而 ` У 
B(r-g) «z(Sup le' GODerKe- C uel, cou, 23 
NKS + 
«ise Ke atr, (0,1) 
24C |, 
«XE gl, 
ЗАНИ рыр), Ri luli, x€ Co)", BUE 
a0 (1 uo! (х))ах >( 1 Em) dx 
=(1—-©—)а4х>+4х 
с: 
又 对 充分 小 的 b x€ С(еи)", -OM lvl <tp 有 
х+у>ха-17©©у 2 a 26 2x(- 1)» 
H 
xbv x Odd Oen 


因此 由 Taylor 公 式 得 到 
[fiecxttg) g(x—t9) 28(x+up) +2e(x—ug(x)) du 
= Far erouant f fiio De Gea 
= |” Caos (atv) ауса |” Qe os Goo 
+2 Jë (—up—v)g"(x+v)dv)du| 

м 5 sip) Meat x) 

其 中 M(G，x) 表 示 G 的 级 大 函数 ， 当 1<p< 十 co 利用 Hardy 一 Littlewood 不 等 式 得 到 


ee 人 


B(g)«2.6c^ e (тах le' GOL yi Мә» Се)" =) 
хЄ((с11)*,) u 
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LEAL се). » їв", ы 


«CA lo: Pg" le te, аз 
当 p 一 1 时 ， 有 
Que 
fi [ET suo—v)e'Ocru) ва < 
| та 1 Ч [= 
а ард) orto) 


«счет? f^ au fo? тр) lax тр) рат 


Ig"(x+v)dvdu, 


= с [о ра тр) le" Gc col a 
EXE 

于 是 由 Taylor 公 式 有 
BR sG oer, 17 GOL) 


шах || efc тр) lg" (x & зе", +) 


«cic f EG Dt rola)arar 
«АССР Вью 
ЭМ Я x g€ Lp (D) C1& p oo Yfr 
BCDS12C AvCI (Ивье ots). 
关于 g 取 下 确 界 导 出 
в) < 2ctApCi KC D 


Щ (1. 40) 证 得 ， 
其 次 对 充分 小 的 t， 作 函数 


цо -二 tx+u+rw-tx+2Ca+v))audv 
则 有 
Пе fi listos ассо iSo,(t, +)». 


又 由 于 对 某 个 rE(0，1)，?6s) 在 x 一 0 的 邻 域 是 下 降 的 ， 所 以 有 
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юш, cio tito (2 Ce)" let йыб, iei?) 


Сайр (Се) 00) о t)» 


=c) ol o» HOM Dr =r] 


(г 0) yr 
айа) osle Duo St E | 


си) olt 0, Кати") 
Ek) OC, DP Ukol 0, 
因而 有 


lt 11555 Co» accio’) o ль (o i070 


<ko,(t, t), 
最 后 令 


вби (си) x) #10) *(ü-v(i0*x)G) 
(1. 40)fl (1. 41) 导 出 
Пева luco, iit Вто» u 
&ko, (t, D, ÉCAZAC К (e, 0), 
1 
С, =48C *АА, ЇН 
Kit, t) &ko,C(t, D, Ks t)» 


即 
Kolf, t) <koslf, t)» 


И к Ж t =0, 
所 以 对 足够 小 的 t>0， 取 (1.40 ) PRAA | 

Пее. огон +i + lp til rotos $ 1Sko,(t, t)» 

1)3(a, b)— (0, оо), ЯЖЧЕБЖНЕТ,(0, оо) Ext ѕирреС(1, оо), Ж 
куа, каб Do 事实 上 ， m 于 2 在 十 的 左 邻 域 有 界 ， 则 对 足够 小 的 h>0 
有 h"* 一 十 co， 于 是 СТ) 中 i ) 的 证 法 在 这 里 仍然 是 有 效 的 ，( 此 时 甚至 不 需要 引入 函数 
S) Ж (а, b) = (一 co，+co)， 可 以 同样 处 理 ， 

其 次 转 入 证 明 
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оь чью, 0). 


分 几 种 情况 讨论 
i) XF Q, (t, t)=sup ТАЕ С.с, cio ** ВЕН 
0<h<t 
设 g,€EL3(D) 且 使 得 
и—а»+*1е*'1,<2К‚({, 0) (1.42) 
由 于 令 P=x 十 up(x)， 则 对 x € ((ei0*, Ceu tt A dez. #4x， 所 以 对 1 < p <+ codi 
Hardy 一 Littlewood 极 大 不 等 式 和 (1,42) 导出 ~ 


О, tbD<QoG 一 sg t)+O (go t) 


«вирь 十 КИЙН gg Pere g'( пу) 


+в! Cuv) | dudv 


КОЛУ (с1ь)**) 


, 
< 8Ir—giluc, o tklo7*(9)* MG'gi: Datos ь› 


ek tg lio gr) e kKs Ct, Do. 
而 对 p=1， 只 需 用 Fubini 定 理 ， 仿 照 (I) 中 关于 B(g) 在 p 一 1 时 的 估计 一 样 处 理 即 可 。 


i) 关于 Qf? Ct, 0,—sub ЛАКИ (cinta. 
0<h<i° 


Bite (07) оН a= РОО dro m 9G)- 十 oo 但 存在 rE 
x-0* 


о. 8 QT CO fea ott EF RERO, Саят 


h h 
x4 x+ ar 
B» ud ur 2 и аза 
f. gi) f. pa) @ 


. x 
< б P urguet 


<= 2*5 
所 以 由 Hilder 不 等 式 ， 对 0<h<t" 有 


EE LOBU pre 


h 
{ IN [uu (x) в dx ү 


h 
<{ put 2 еа) eio) уа) ак) 
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< x{ f i О |? | Фаш) ко КОЛ ET OR y 


"ES Js 
«x( sa» 2 G2 4 st CW) en }” 
кару! osto SK oath 
ИИ (1. 42) 导出 
О 0€ QU? (ss 0, +Q Ge D, 
в KU lotgtl KK Ct, 0. 
шото 0- QU. LLLA luG centri i) 的 估计 ， 
由 条 件 p41-)=0 且 在 ь=1 的 左 邻 城 РОО 或 有 界 或 (<) -十 eo 但 存在 rE C0,1) 
на РОО ото BUE RU, 因此 ， 与 i ) 一 样 处 理 可 得 
Qi" (t, O<kK,(ts, t), 
因而 证 得 
站 ov (6 Ок, t) e 


我 们 指出 如 下 事实 是 重要 的 ， 若 存在 k>0 使 得 对 斗 xE (һ*,һ°*) 有 1+ho'(x)>k， 
则 用 
вир LI 


Qi(t, Om auc ПА Goliath 
REQ C 0), EHE, Qi? Co УЖО, ОЖ 


Ра, 0,7 ZW LA DI Gs 8) 


Qi" (r, у Et A ls, ,-) 


代替 ， 其 中 5 E(0，1) 是 固定 的 ， 定 理 2。8 的 结论 仍然 成 立 ， 例 如 当 (a, b) = (0, 1) 
q(x)=wVx(1 一 x) ， 有 

enh? E 

BR, BUT гъ 
则 


oit th =Q D+ Qi? *Cr, O+ QÍ? (rg 0 
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ПАС, аз + ЖШ ЛАО шр» а-ы 
于是 定理 2，8 的 结论 变形 为 

ost, O, SK,(s, Ú, «коз, t). 

怎样 用 二 阶 中 心 差分 < 下。 AEC) iiaea" 来 估计 Ko(f，t)o TEE НАВ. 
定理 ?8 结论 的 重要 补充 ， 为 此 令 


Ve( t= sup |С): (ci, ель) e 
0<h<1 


我 们 有 
定理 2.9(V、Totik ) “存在 常数 k 和 ti DOEA ELD) (1p oo) 和 
tE(0，to) 有 


уь O< куа, диск (Yrs 


WEB). 由 定理 2 SHIELD) (14+) Vs 0= Qi(t, дк)», 
所 以 只 需要 证 明 


Qt; 0, «x; et De qr, 

Q G, 2, «x f. - Yt Deas 

首先 ， 由 于 

Qt, у, Dy kVo(t, 12 

«xf As rh De dr «x f ч, h dr 

其 次 ， 假 定 对 t>0 有 (>>0， 我 们 仅 需 对 fEI。[。，,] supr (o, -FA 
Qi? а, O< f Veli h ar 


K'(,0- int, (Ir—gl i iio", рз + lorg” Lucio T1) 
861} 


是 不 完全 K 一 泛 函 ， 由 定理 ?2。8 的 证 明 得 到 


K(f, O&kv,(t, 0, B0). 
又 因为 当 x 之 (c14)* 时 ， 有 


— = Heinola) = C 1-15 [CON 
>+%(с)* > Git 
如 同 定 理 2，8 的 证 明 一 样 有 
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BOK IC ACE (ив, (eio > p, 


С (EH) 2 72) 
由 此 导出 
B) <\ивс'А›с1!к.(, +) 
所 以 得 到 
Kt DSkVxt HEK 3) (1.43) 


逐次 利用 (1. 43) 并 注意 到 V。( f，t ) ,是 {的 增加 函数 和 六 t>0 有 K。(f，!) 志 Ilb， 我 们 
得 到 


Kp D SkV ot, D, HEK, (5. 5 


«кув 0, Руа, Den 


EV, EE 
令 n 一 > 十 co 导出 
К.(1, )<КУ,(ү, 1) 
现在 由 于 当 xZ>(cit)" 时 有 
t=tg(t")<tp(x) 


+a Ket ui 


所 以 
int(It78l u cio" p Tt Hg ls Coe)’, ) 
539 


ҳк. OXkV.( 0, 
由 此 容易 导出 


LARGO. lleit) ets dn) «КУ, 0s 


dno, {ЕЕгЄ(о, 1) 使 得 РОО 在 x 二 0 的 右 名城 是 下 降 的 ， 对 此 r 有 


еу u$ 97. CD) э), 
200°) 2 (1221 (Gi 


m 


=((207) 


# (1. 44) 和 + 一 > +" 映照 的 连续 性 导出 数 存 在 正常 数 L 和 k 使 得 对 所 有 1E€ (0, s), 
SplAt(D lo 7-0 SkV,(s, 0. 
heut 
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因为 
ПАКО. са AS Се) сев» n1 


从 前 面 的 佑 计 易 得 到 ， 对 六 tE〔0，te] 有 


So ПАЮ HKV t)» (1. 45) 
现在 令 ， 
WO DS AR AKON G D (1. 467 


由 于 
А, =A (s ха Co ю+д\ а, x+ 二 ) 
i 


A (1. 45) fü (1. 46) 导出 
Ws OW, + зА; (lo (o 13 


< (и, р) +ку, (в t) 


АУЛ ЕЗӘНЕЖ Лг € LCD (e, zi) 一 > 0(n 一 > 十 oo) 因 而 得 到 
ж D <k E ув 4), «x f Y sya 
п=0 # . т 


因为 对 (>0 有 t* > o, щш m, #ОЮ оо, MEEO DEN- 在 x=0 


хэ 0" 
пога ате, Bito GO 000, ип—һә'(х)>1-—һ-#09>1—(х>һ'), 
利用 定理 2。8 后 面 所 指出 的 重要 事实 ， 得 知 QIU (n О, 可 用 OT O, RE 
ER t= fot (n 0,7 Wn O, KERR 
Qf? (t. 0, « к De ar 
EN 
类 似 地 可 以 证 明 
Qi" (6 Ok 50 Dear 
因而 定理 证 毕 。 
现在 讨论 连续 函数 空间 CC(D) (D=(a, b)) ， 用 Cs(D) 表 示 C(D) 中 函数 且 在 端点 a 
和 b 具 有 有 限 极限 所 组 成 的 子 空间 ， 记 ACi= (g g€ C.(D)Hg' EAC}, Xf € C. (DORI 
120, 7 
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ку D= ide Сеара) 


m 


sup 


of, = o<h<tlAi cat itt) 
分 别称 它们 为 cu(D) 上 的 修正 K 一 泛 函 和 修正 光滑 模 ， 
атнанан 9G оо ИМИ ООЛГА, чрево" = 


十 co, 而 当 D= вес эйе Әй. 当 p= (0, 1) ›р(х)=7х(ї—х) 
时 ,可 取 h* —h?,h** —1—h*, DER, (х) =у/х, Ah =h, (х) = хОу, 
mih =(1+a)h’, — А08, #o(x)=Vx(1+ax) (a20)pi Wat =(1+a)h*， 因 此 
修正 光滑 模 经 常 写作 如 下 形式 ， 


or D= Уе ск Ela b) 10.00 х)] 
同样 地 ， 存 在 正常 数 k 和 t。 D OBERE E € C (D) RIL€ (05. ()XAPUf 
Qolf» M)&KA'o,(f, t) 
与 定理 2。8 的 证 明 一 样 可 以 得 到 
定理 2, 10 (V. Totik) ”存在 正常 数 k 和 t>0 使 得 对 每 个 fECo(D) M tE to) 


deest Ok, «Kot t) 


最 后 指出 ， 在 权 函 数 mp(x) 具 有 较 一 般 的 条 件 下 仍然 可 以 建立 上 述 的 Tot 这 定理 ， 有 兴 
趣 可 参阅 Y。Totik 和 Z。Ditzian 的 论文 。 


82 遥 近 转化 原理 及 其 应 用 


2.1 通 近 转化 的 一 般 原 理 


设 X 是 赋 范 线性 空间 ，U 是 X 中 的 稠密 线性 集 ， SX 是 一 个 到 近 集 ， 所 谓 带 近 转 化 原 
理 是 揭示 怎样 将 S 对 U 的 逼近 度 估计 转化 为 8 对 X 的 逼近 度 估计 ， 本 质 上 它 是 Banach 一 Stei- 
nhaus 定 理 的 量化 形式 ， 

作为 K 一 泛 函 概念 的 应 用 我 们 有 

жиг. 11 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 其 范 数 为 上. l-，U 是 X 中 的 稠密 线性 集 ， 其 半 范 为 
le lv， 若 存在 h>>0 和 正常 数 C 使 得 对 每 个 EU， 有 se ES 使 得 


lg—sclx<Chlglv (2. 1) 
则 对 每 个 : EX 存在 st ES 使 得 
15:0. Коб, В)х (2.2) 


其 中 Cs 是 与 无 关 的 正常 数 。 
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ЧЕН XEK RAE A EXE g EU 使 得 
їе ВЫ gr 2 Кобе» h)x (2.3) 
. 1) 对 gt EU 存在 st €S 使 得 


Je: =se eh |gs lu 


Les e во Lgs si lx 
&lt—gilx-eihlg: lo 
Xmax(1. cı)X(lf—g:)x+hl во 
因此 由 《2。3) 导 出 
Ig—silx2max(1. ci)Kv(f, В)х 
Лус: =2тах(1. ci)B (2.2) 证 毕 。 
БИЖ, ВЕ р= (а, b), r€N, Ж Х=Х„(р)(1<р<+°), U=X;(D) X * 


EU gism igt Ixo Cg€X;) » М (2. 2) 和 定理 2。1 中 弱 等 价 关系 得 到 ， 
推论 .8 设 ”SCXs(D))1<p 短 十 co) 是 一 个 逼近 集 ， 若 存在 hb>0 和 正常 数 Ci 使 得 对 
hj + g€x;(D)4ís, ES 使 得 


1g—s, lx, &cih' lg ? lx, 
RIA SEA (€ X,(D)fE Es, € S 使 得 
Пе: его, h), 
Jt с. =2тах(1. ci). E 
我 们 感 兴趣 的 是 以 线性 算 子 的 像 集 作为 逼近 集 S 的 情况 , Q TEE) R ë GE R 
E= { Tf|f EX } 我 们 得 到 算 子 逼 近 度 的 转化 定理 。 
EW. 12 设 TEECX)， 若 存在 h>0 和 c,>0 使 得 对 每 个 ED 有 


iTg—gl; &cihlgl, (2. 4) 
则 对 每 个 :EX 有 
Irr—tI.<c,K.(tr, h), (2.5) 


Же = max (1+1Т1Ї, cı) 
证 明 设 fEX， 对 站 gEU 由 (2。4 ) 导出 
те віх 1те віх + ТЕ 8х 
антон +: glu 
<max(1+IT|, ci) CEt—glx-hlglu) 
对 gEU 取 下 确 界 得 到 
ITr—tlx<max(1+IT!, ce)Kv(f, h)x 
1с. =тах(1+ 17, с) 8% (2. 5), Ш. 
类 似 于 推论 >:。8， 由 定理 2。12 和 定理 2。1 中 的 弱 等 价 关系 得 到 
推论 2。9 设 T 是 X,(D) (1 <p< +оо) 到 自身 内 的 有 界线 性 算 子 ， 若 存在 h 0 和 
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61>0 使 得 对 每 个 X5(D) (тЄм) 有 


ITg—glx,&cih'lg(? [xs 
则 对 每 个 : EXs,《D) 有 
ITt—£lzXeio(t b). 
其 中 cs=max (1+1Т1, с). 
例 1 设 K,(t) 是 n 次 非 负 的 三 角 多 项 式 且 


|" киа 
XM 2€ X&, 定 义 线性 算 子 L。 
LG = {CD Att ©4160 ук. COdt 
Я шт. єє(хї„)Н11„1<2'. 
若 rEN 且 
J 1к.(да<с' (2. в) 
其 中 C 是 仅 依赖 于 r 的 正常 数 ， 则 对 每 个 gE Ха. = ( gle EX g EXS。} 有 
lL glx Сат" ао? 
事实 上 ， 对 yg €W'X1, t 
6а) -в ће < [^ ADIK Сда. 
«іаво к сда 
«сп "1501, 


因此 由 推论 >。9 得 到 ， 对 每 个 :€ X2. (1 poo ) 有 


Ie—L.(O1<cio,(t, п), (2. 7) 
应 当 指出 ， 适 合 ( 2。6 ) 条 件 的 Ks(t) 是 存在 的 ， 例 如 ，Jackson 核 


mt 
Бы 


к.(д=с.(——2_)'" 


t 
sin 2 


其 中 m= C7, ， 而 C。, 使 得 
[` к.ш. 


由 于 L,(f) 是 次 数 <n 的 三 角 多 项 式 ， 由 ( 2。7 ) 导出， АН TEX, ВНЕ ЛИ 
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ED 


Ei, «co. (t, 2, 
2.2 TRGENGEENILES 
E (т. } sex 是 X 到 自身 内 的 线性 算 子 序列 ， 取 逼近 集 S=N (T. el t€X), Hog 
neN 

2. 12 可 以 导出 线性 算 子 列 的 逼近 转化 定理 ， 更 一 般 地 ,Dickmeis 一 Nessel 对 次 线性 算 子 序 
列 建立 如 下 转化 定理 。 

定理 2. 13 设 X，Y 为 赋 范 线性 空间 ， 其 范 数 分 别 为 1 1x 和 |. lv U 是 X 中 稠密 的 线 
性 集 其 上 的 半 范 记 作 1. |s， 又 设 { R.) ex 是 X 到 Y 内 一 致 有 界 的 次 线性 算 子 列 ， 即 存 稠 在 
正常 数 C 使 得 对 +#fEX 和 nEN 有 


[Raf ly<Cl flx (2.8) 
若 存在 ps~>0+ ( n> + e° ) Wg € Ufün € NE 
lRagly SCiP: [8 lv (2. 9) 
其 中 C: 是 与 np，8 无 关 的 正常 数 ， 则 对 每 个 EX 和 nEN 有 
IR, v<C:Ku(f, Pa)x (2.10) 


ИВС: =тах(С., С). 
证 明 设 fEX，nEN， 对 站 gEU， 由 R。 的 次 线性 及 (2。8 ) (2. 9) 得 到 
IRsfly<IR,(t—g)ly+IR.gly 
«сіг віх +С. glu 
«тах(С, С.) CIt-glxoilglo) 
对 gEU 取 下 确 界 ， 并 取 C， 二 max(C，C,) 得 到 
IRetly&CiKo(ts @.)x. 
证 毕 。 
特别 地 ， 若 { T。} cenxCE(X) 且 一 致 有 界 ， 记 T=Sup (ITI), Ж 
«єн 
R.—T.—I 
其 中 I 是 X 上 恒 等 算 子 ， 则 {Ra } sexCE(X) 且 一 致 有 界 ， 记 R= sup {IRI}, 则 有 
R<T+1， 因 此 由 定理 2，13 导 出 如 下 转化 定理 i 
222. 11(А; Grundmann) E Cr. ) eC E(X) 且 一 致 有 界 ， 车 存在 C>0 和 ps 
70* (no 4 co ) 使 得 对 每 个 EU 和 n EN 有 


ЇТ.в—вЇх<Се.1в|ь (2.11) 
则 对 每 个 EX 和 nEN 有 
ITaf— fls саКо(ь 9.)x (2. 12) 


其 中 Ci=max (С, т+1) 
01 设 I= (0, 1), R 


ns 


О: = (glg€ C'(ORog' EBV(I) ) 
XHg^gCU, АТ 


Гео в LY Cog ) 


对 fEL:(D 和 (>0 引 入 如 下 K 一 泛 函 : 
Kui(f，UD= imr CEr-glittlglu. 


«eu. 
(Р, } .ex 是 Bernstein 一 kantorovich 算 子 列 ， 即 对 fEL:(D 有 
k 十 1 
п [+1 
Р.(ф x)=E (mk), Ё f(u)du р.а(х) 
k=0 2 
n+1 
W BEX EL (DA IP) IE R. 
f.» х)ах = f. 1G0dx. 
应 用 定理 2。14 得 到 如 下 结论 ， 对 每 个 : EL,(I) 有 
iP) tl &eKe Qs 32, (2. 13) 
其 中 C: 是 与 f，n 无 关 的 正常 数 ， 
为 此 我 们 只 需 证 明 : 对 每 个 EU， 有 
IPa(g)=8l: < P glu: (2. 14) 
其 中 C1 是 与 f，n 无 关 的 正 带 数 。 
Lits ( 2。14 ) ， 我 们 需要 如 下 命题 。 
Ўв, pEL:(1), mELəæ(1), Рх, y EL, Ж 


g(x)—g(y) < m(x)( ф(х) – е (y)) 


(或 >m(x) ( ф(х)—е(у)) 


则 有 
1Pa(g)— gl: <2!mloo!P:(p)—p l 
证 明 因为 对 姜 x，yEI， 有 


g(x) gly) < m(x)( ф(х) ф(у)) 
所 以 
аб) Рав x) < т(х){ ф(х)—Р.(ф, x) ) 
因此 ( 由 a<b 导 出 lal +а< Ib [+6 ) 有 
|в(х)—Р.(› x) & 一 &(х)— P.(g, x))+ ах) ( ç x Pale x))1 
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+ ош(х)(Ф(х)—Р.(ф› х)) 
从 而 有 
ї1в—Р.(Ю!, «2 [ ибо (60 - ВЫ, х) ах 
«21m lol e - P (9) li 
[M sŠ 
k 
@B2 Ss-X + (КЕМ; S,=0, ИЖЕ (0, 1) 有 
j=1 


Ч B u- 
E (5.—51)ра(х)= 5 4L 
k=0 k=1 


证 明 由 于 


因此 有 


I "pa а& 


n 
E ($.—s)paQD = |! Ax 
°k=0 


k=0 
((Ga-90-94£) E 
=f i 
А 


证 毕 。 
命题 3 设 L,(x)=Inx，Ls(x)=In(1 一 x)， 则 有 


f IPs х) — LO) lex (i=, 2). 
证 明 ”我 们 只 证 L1(x) =1nx 的 情况 ， 办 为 
k 十 1 
Pax) fima 


nti 


n 
P.L x)=(n+1) E 
k=0 
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=ln ме) кож Lu DEET Ja 
又 对 xE(0，1) 有 


шх=щ(ї-(а—х))=—: G=: 
k=1: 


k 
n оо ИЕТ 
--E (s-S)()-r -U= 
к=0 кеп+1 К 
所 以 
Ps х) 1.0) = Ps GO(In(e7 i+.) 
+E „оо eara вы. -а-ю* 
k=1 k=n+1 К 
n eo 
рыть тараб) 4r Ч 
к=1 k-n4i К 
其 中 
"мыт 1 
тьә=1п(е` пт? tS. 
ra (е! а s-s, (к>1) 
жилек 
E Gaati) = E KER 0-е) > 
记 
ce-E (1 -вач 12) 
k=1 `E к 
则 有 
和 3 1 
eC arts ан 9 Зе 
x 
jp «Ја (a+ L )&- +51: 
Winx. 
Ate. «rn «ld 
6k* 6(n+1)? n+1 "Sk", 
Rio rad S gpa Hapy (0а), r.,I=1-C.<In2, IE rea [01 c Ша + У "1-2, 
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< 


因而 有 š 
А Д pss а-—х)*® 
| PL 3) Li ООС) lratl P G0 E ark s 
1 к=а+1 7 


а= к)* | 
aD Рабо + —In2)x° + мн Qu кеф, 1) 


n—l OR 
<а-х)ш +E 
k=1 
于 是 得 到 
fira. -Llax 
< jn2 НЫ. —1 41-2. $ 


1 5 
iet арза icnpikt ns 


яннан, Е. 
命题 4 їїһєвү(1)Нһ(0)=һ(1)=0, # 
в00= [5 Суй + const 
则 有 
Ip.) 7l C- (Inl VQ) 


其 中 C 是 与 g，n 无 关 的 正常 数 。 MS 
证 明 由 于 Ps(1，x)=1 和 


$ w 
көзөө Ја [уд art и 
-Ta 


所 以 不 失 一 般 性 可 设 上 式 中 的 常数 为 零 ， 又 因 hE BV(TD)， 则 可 设 h 是 不 减 的 (但 不 能 认为 
в(0)=0). + ` š | 


m(t)=h(t) —h(0) 
则 有 


x=- f Aor di (B X9. dt 
=- fina f дања жа ах C : E 
Dg) ва GO — (0) Lx) +h(OL Cx) 
其 中 
ибо = а, i 
iH EmGO20, Biblg ОЖ, — ож ; 
gi -а (№) = K di<m(x.)(Inx,—Inx) 
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由 命题 1 和 命题 3 得 到 
ПР (g:) в Em Fool P (L4) 7L, l, <-10 VQ) 
类 但 地 有 
Ir G7 gli 1 Vo) 


从 而 有 
IP.(g) 7 gli & IP. (gi) в li FP.(g:)—g: tii (о) (IP.,(Li)—- Li h 


+IP.(L,)— L: li) 


1 Е 
< (ивы ) 
其 中 C 与 g，n 无 关 的 正常 数 ， 证 毕 。 
现在 设 s EU,， 则 pg’ EBV(I)， 若 记 h= 二 gg’ 得 到 
g(x) = JE dX асов 


因此 由 命题 4 得 到 ( 2。14 ) 证 毕 。 
最 后 由 定理 ?。14 和 定理 2?。1 及 推论 2， 2 得 到 Ў 
diez. 10 {Ta }.єнЖХ,(р) (1<р< 十 co ) 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 列 ， 若 


ЯНЕМ Ep. —0* (п +оо ) 和 正常 数 C, 使 得 对 x^g EX; (D) fn EN 有 


ЇТ.в—&|, S св ls. 


则 对 每 个 EXs(D) 和 n EN 有 
0—11, < Cot Ф.),. 


车 对 rEN 存 在 p, 一 0+ ( n 一 十 co ) 和 正常 数 C ,使 得 对 六 gEX;(D) 和 n EN 有 


IT.g—sl, < Сар: 181 
则 对 每 个 :EX,《D) 和 n EN 有 
тис. ( min а, ФОНЫ а. 9), ) 
其 中 C: 是 依赖 于 r，p 的 正常 数 。 


2. 3 工 ,空间 正 算 子 通 近 的 量化 定理 


设 { La } ем ТСР) (p21) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 本 节 应 用 逼近 转化 定理 及 
其 推论 研究 L。 对 Le(D) 逼 近 的 量化 估计 。 
首先 讨论 由 Bernes 一 DeVore 得 到 的 ， 关 于 压缩 正 线性 算 子 各 近 的 量化 定理 ， 为 此 需 
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要 如 下 一 些 引 理 ， 设 fEL(D)(p>1)， 记 
[ө f(x)>0 


t.(x)= 
160«0 


和 f-(x)=f*(x) 一 f(x)， 于 是 
Le(ft，x) 一 Le(f+，x) 一 Le(f-，x) 


所 以 

LG x3) tto x) (2. 15) 
易 见 ， 当 p 之 1 时 有 

Ir. («1 SEL G) 7 tl, (2. 16) 


8182. 12 设 {1。} .en 是 Lv(D) ( p>>1 ) 到 自身 内 的 压缩 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 
ftEL*(D) 和 nEN 有 


TNT 
In (27r < IQ) n; Eth, 0.00 


证 明 因为 对 xc，B>0 时 ， 有 
(а+В)':>а*+8* 
所 以 对 gp，h 之 0 有 


Паза, > lgi, +В 
Жв=т..(1).20, h=L,(r.)—L.(t),20, WA 


(2. 17) 


IL (2-7 LO) Се) BIL) < ины 7 IL. OD; 


<. -IL В (2. 18) 


ERS 4р>1, гы Ж 
t'—1<pt”"1(t—1) 


m 
пе. Се) ьн, 
4 
= dte 
т.0072 1 
得 到 
Ни БОВ < pled (10 57 КОЯ») 
< pit lr Ite — LaCt)» ls 
< plt Iz LG) tl 
# (2. 18) 导出 


и 


m EN m 
MLC) LO ls Ed, ° LG t 


因而 得 到 
Пе о QO- Со) (в 
е = 1 
<p Itl, ^ iL. (Dr +C) 
iE, 
特别 地 ， 当 p 一 1 时 由 (2。17) 导 出 
Its thi IL Q7 Йа 
引 理 2。13 #61200). ИЯ 


тах( 4 ео» lt [со ) «Col tls (2. 19) 
其 中 Co 是 与 {无 关 的 正常 数 。 
证 明 因为 f€EL?(D)， 所 以 对 Y¥x，t ED 有 
оосо [Lr Садаи H7 i 
关于 t 积 分 并 应 用 H6lder 不 等 式 得 到 ， 对 六 x € D, ff 
моо аана 


<— lilt,+(b -a bos 
(b—a)' 


因此 得 到 
Пао а) lels+Cb—a) lr’ Los 
其 次 ， 类 似 于 引 理 2，5 的 证 明 ， 取 N=min{ a Pte), дс ene a<. 


(2. 20) 


4xicacihb, D = (xi xii) ИЖухе р, 
WODIS CS ете) ве 
于 是 得 到 
Iles НЫЕ уһ 
因此 存在 与 {无 关 的 正常 数 C, 使 得 


max(lfloo, lt loc) «C, (11 +11" l) 
证 毕 。 
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" 


318. 14 设 { L。} ex Ë L,(D)X021)8J 8 S SJ ERERTI EXE CD 


I 
1697 [| "CGeuy,erCu)qu 


Aa d ttr 


з_ 
VG) — £C ll, у (2. 21) 


更 一 般 地 ， 若 对 xED 有 


1607 fiar (ч) 


其 中 f' EBV (а, b), WA 


А 
Pb 

In) - tl «o, VG) 
a 


这 里 xs 一 max dee. 
к=0, 1 


证 明 因为 对 ED 有 
[OLI Саа 


所 以 对 nEN 和 xED 有 


应 用 Minko wski 不 等 式 得 到 


ы@ x)-1697 (о. (аа х) оа. )r'tuytu 
»n 


i 
по f^ Inm). -Cll (u) itu 


<Я рии. (ии), -)-6-2). b mitrl at, 


Ж at, 29 (а-а) е) Са). 


由 引 理 2。12 得 到 ， 对 uED 有 
(аа) -)-C-.b« 


(pr Inu )-C-0 É F-ub (аа, «)- Coa: 


EN 
Р 


<с( м, +м,)<см 


所 以 有 


123; 


ТЕУ I 
inLG)-:i, XCi(b—a) А, , 1." 1 г 


йс, = C,(b—a) ”得 到 估计 式 ( 2。21 ) ， 类 似 地 可 得 到 估计 式 (2. 22) 证 毕 。 
引 理 2. 15 ECL.) se 是 Le(D) (р>) 到 自身 内 的 压缩 正 线性 算 子 列 ， 则 存在 依 


BUF p 的 正 数 C 使 得 对 每 个 gE (р) 和 充分 大 的 nEN 有 


" 
11.) - gl Co Aul gl: 


其 中 lgl:=1gl Mg" lo. 
证 明 因为 EL5(D) 所 以 对 Yt，xED 有 


(2. 25) 


D= (x) ах) + | Ceu) gudu. 
于 是 对 xED 有 
LG» x)—g(x)= g(x)(L.G, x) 7 1) +в’. (1-х), х) 
+Í; аа-а, x)-(x—u). | g”(u)du 


从 而 
IL.(g, х) — вх) |&Hgleo IL.(1, x)—1 |+ lg leo (х x)! 


+ 人 (ty х)—(х—и). Ls Са ldu 
因此 由 Minkowski 不 等 式 和 引 理 2。13 一 2，14 得 到 


з_ 
Св) в СС + ig’ 12042, +C MN lg" b 


k. 
< CX gli lg! b) 


s 
= сьм, а: 


шр, 
НИНЕ ЖИ. 10831 F iz m 
Xo. 15 ( Bernes 一 DeVore ) 设 { L. } .ex 是 L,(D) ( 1<p< 十 co ) Н+ 
缩 正 线性 算 子 列 ， 且 Xes 一 0 (n 一 十 co ) ， 则 对 每 个 E Li(D) 和 充分 大 na 有 


ш-н <, Inno м), } (2. 24) 
其 中 C, 是 与 [，n 无 关 的 正常 数 。 
и 


HI ELIO, x)=1, ЮЖ 


£ £ 
пасс; Í дш» ъа) озь М), — (228) 


证 明 估计 式 (2。24 ) 是 引 理 2。15 和 推论 2。10 的 自然 结果 ， 现在 我 们 证 明 估 计 式 
(2. 25) ， 由 于 Le(1,x) 三 1， 所 以 


1 Le((( 一 ax )—(x—u), I<2(b—a) 
于 是 
1 1 b 
аа а ( | (Go 3) о) lax )* 
a 


«xb-1)' IL) el 2а)" 


因此 当 L.G, х) 三 1 时 估计 (2. 23) 改 为 : 对 ge Н 


1L. (g)-gl, < с} А Isla 


于 是 对 每 个 : EL,(D) 和 任何 实数 P 有 
ї.(0—-(ь=„(—-3)—(—Я1, 


< см,н—#1,+в,(› XS) 


由 于 
int 1 一 8<c'o:(t，b 一 a)， 
sen 


所 以 得 到 - 
i L 
по, < cs{ мө ba) tolt, 1s) 


其 中 C; 是 与 np，f 无 关 的 正常 数 ， 证 毕 。 
例 1 UL CP, ) .ex 是 Bernstein 一 Kantorovich 算 子 列 ， 对 f EL C0, 1) (p>1) 有 


tti 
т 


всю в (Ü ома) ыс) 


+ 
x 
+T 


4 рох) | tuau, М 


KS 


р, x) = Б. (Р, х) 
нп вее (е Омане, тух гә, р # 


Ec Due МЕЛЕ 
所 以 有 | АЕ. 
Mi= Pae) eh = [ P.G, 0) xlix 
= [t 1 一 2x t 2x—1 q. 
faepe а ре › 
1 
EN ah 
因此 由 定理 ?。15 中 的 《2。25 ) 得 烈 t t G 


Ж1 对 每 个 EL*(D) (1<р<+%)Ж 
IPD- of -Horts Demi pss toos 


下 面 我 们 举例 说 明 ， 当 Le(1，x) 一 1 时 ， 估 计 式 ( 2。 32 ) 中 的 阶 是 不 可 改善 的 ， 
#2 对 每 个 EL (—1, D (р>1), 4 


£62 ixisi- T 
1-х) 1- <<. 


明显 地 ，{ L。} ,ex 是 L。[ 一 1,1) 到 自身 内 的 压缩 正 线性 算 子 ,， HIE (—1, 1) 有 
Le(1，x)=1， 由 于 


1.0, x)= { 


н 


Mam ыб, маке [ую 
э” = Ls(t, x)—xldx=2 2x ldx' 
x 


2:0-a-d)) ~ 《二 (n—+°°) 
因此 由 (2。25 ) 得 到 1 ' 
系 2 HEMEL (一 1，1) (p>1) 和 充分 大 的 n ENTE 


IL) «С, Un" oi(t 2)+o:(t, n) } 
特别 取 to = x RI EL (—1, 1) 且 有 


aalto n) mn? e 
паа) ъа ак) аге E (ns 
i 
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ж 


可 见 定理 ?。15 中 的 估计 式 (2。25 ) 中 的 阶 是 不 可 改善 的 。 
其 次 ， 应 当 指出 若 { L。} es 是 L,(D) Cp21) 上 的 正 线性 算 子 列 但 非 正 缩 的 ， 或 


{ Ls } iex EL (D) SIL (Di) (р:= (c, 4фср) 内 的 压缩 正 线性 算 子 列 ， 定 理 ?。15 作 
适当 的 修改 ， 为 此 记 


Tat = азр (а-а), ›+)-С—ш»Ь, 


~ ~ 
Mm max( Pr (а) е. ор» aot). 


s. 
AMEER Ao КИА, 531882. 159 ВНЕ 
3182. 16 1 (1. } sex 是 Lv(D) ( p>1) 到 L*(D,) 内 一 致 有 界 正 线性 算 子 列 , 则 存 
在 仪 依赖 地? 的 正常 数 C, 使 得 对 每 个 sgEL5(D) 和 充分 大 的 n 有 


IL. (g)— gli» o) <С›%›» Igls: 
因此 由 通 近 转化 原理 有 
定理 2. 16 (т. } .es 是 Lv(D) 到 L(D,) 内 一 致 有 界 正 线性 算 子 列 , 且 和 ,一 0* (n 
+оо), WIEME ELD) (p>1) 和 充分 大 的 n 有 
IL.) tla o0 <C (е Hoal hs) 
其 中 Cs 是 依赖 于 P 的 正常 数 。 
例 3 设 {K。} .ex 是 Kantorovich 算 子 例 ， 对 € L, (0, 1) 和 n EN 有 


ker 
sti 


K.G D=) гш хєх kil 


er 
又 因 K,(1，x)=1， 所 以 


ыр=їк.(е)—е | IG, х) xd ах 


udo sd - 
2” р+1 (n1)* 


E ule Ае nes m ko ЮГ 
Шәл (OY до (eee), ds rue о. P LD, ж 
пка ож а) p= | (аа) о) а), Рах 
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kl ke 十 1 
nti nti 


=Í aen | а-а-а 
u u 
ES dent 
n ntl nl 
+= | atrD ашаа) re 
k=k, +1 k k 
ELS! ntl 
ko 十 1 kl 
ntl ntl 
MEI CIE IT 
u u 
к+1 к 
п nti ntl 
fores» tdt—x ldx 
k=k,+1 k k 
ai aH 


зак, (а) 5) Са) Ж u€ Co, 1) 的 减少 函数 ， 因 此 有 


аку оир. IKG) )- C704 


-L 
Ike)7eil mA ~-t (+1) ' -1- (ice) 


于 是 由 定理 2。16 有 
Жз BDE (0, 1) ， 则 对 每 个 :EL Co, 1) 和 充分 大 的 有 


IK (7tlo o0 «o об ооз 71. ), 


2。4X,(D) 空 间 正 算 子 通 近 的 Freud 定 理 


WD.CD, (L.) en 是 Xs(D) 到 Xs(D,) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 本 节 应 用 逼近 转化 定 
理 讨论 正 线性 算 子 L* 对 X*(D) (1<р<+° ) 表 近 度 的 量化 估计 , 这 个 工作 是 让 C.Freud 
开创 的 ， 

首先 讨 记 C(D) 空 间 的 情况 ， 由 Korovkin 定 理 的 启发 ，G，Freud 选 取 


am EpL 1 ,2 Lle) соо 


为 尺度 建立 量化 估计 定理 ， 我 们 有 
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3182. 17 i {L} .es 是 C(D) 到 C(D,) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 sgEC:(D) 
有 
12.08) — glc in) & Си} Igloo? (2. 26) 
Ж lglos:— ай ско) lg" Icio ， 而 C 是 与 9,8 无 关 的 正常 数 。 特别 地 ， 荐 L,(1, :x)==1， 
Le(t，x)=x | (x€Di) , WA 
IL (Gg) — glc о < Сиз lg"l cc» (2. 27) 
证 明  ШТаую Ғ, XIX € D, x€ Diff 
s(O=sGO+# GO ах) f Gig" Gau 
于 是 有 
IL.(g, x)—g(x)| < lgGO 11L。(1，x) 一 1 十 |g' GO LL. (7x, x) 
о О x) 


由 引 理 ?。5 导 出 
1Ls(g) 一 glcto © Си!(1в1с(о› + lg" lc») 
= Cuilgloo: 


因此 得 到 (2。26 ) ， 关 于 估计 (2。27 ) ЖИВ, Ш. 
由 引 理 2。17 和 推论 2。10 得 到 
定理 2. 17( G，Freud ) # {ы} sex 是 C(D) 到 C(D,) 内 一 致 有 界 正 线性 算 子 列 


H pico (n 一 十 co ) ， 则 对 每 个 EC(D) 和 充分 大 的 n 有 


rs( 人 一 flctob <C {ра (р) tof в.) } 
ЗЕ, LIO, x=1, L.(t, x)=x (x€D0, WA 

1.00) -Исфо &€o:it и„). 

例 ! ад Со) (—1, 1) 上 非 负 ， 侦 的 Berel 测 度 且 


f}, anco 
Mrec (—+, +) 和 n ENSIARIEESUER, 


ы x) = J иона, x€ (=+, +), 


аї= |: anco 
设 Ds= 0—0, д) (0<6< 士 ) ， 由 于 对 YxEDs 有 
129 


: i 
PHOLJ L.(G—x), x) =Í 0T) 4. G-x) 


РИЧЕ ишден 
x Art dA x] t dha) =a; 
TEED, L (G-2*, х) «at 

Xxx € Diff 


+ 
L, (1, x) = js 94.(—х) 47. (1) 


<fi, aont 


m 
р diss ' 
1 一 Le(1，x) = lies 44. (г) + E 91. (+) 
<[++# aos [ios ао 
< [Ша oeuf, ces 
а, 
= q a 
于 是 有 
le бор < у 


Ж, Xx € DH 
+—х | 1 
т.к x) 4 вал.) <, 142.0) 


1 ' ; 2,4 
< 二 = 万 人 пал. (< 20-8) 
于 是 


шах _ а. _ 
xep,l G7» юзу 


因此 每 个 SE (0， 雪 ) 存 在 正常 数 C: 使 得 


ait eru, 2 1.66) 76 С (Da) «Cia? 
由 定理 2。17 


Xu HAEC, +), а.—0° ( n +оо) , 则 存在 正常 数 Cs 使 得 对 每 个 1 EC (—+, 
+) MEHKA 


1.) tlc: a) < Cs За Ш (-+, +) +в, a)! 
#2 ИФ. ЕВЕ Тапа, й т, BIXr€ C Co, 1) 有 


O(t, x)= eR [^ хаах) )ü -t)at; x€ (0, 1) 
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Biol, х)=1, Olu x)=x#l 


i 
x(1—x)) 
Ф.(11, x)—x*=%,( (1-х), x) 2 nm 
所 以 
aim le) ale oi < 十 1. 


因此 ， 由 定理 2。17 得 到 
Ж? 设 {DD。} ex 是 修正 的 Landan 算 子 列 ， 则 对 每 个 tfEC (0, 1) 和 充分 大 的 n 
有 
{Ф.()—{1с (o, 1) «со:( —1 
Vn 
其 中 C 是 与 f，n 无 关 的 正常 数 。 
其 次 讨论 L*(D) Cp21) 空间 的 情况 ， 令 
тах 


pio=k=0, 1, 2 бев) 7 elu on 


1978 年 Bernes 一 DeVore 首 先 建立 Freud 型 量化 估计 ， 为 此 需要 证 明 如 下 引 理 ， 然 后 应 用 各 
近 转 化 定理 ， 


引 理 2。18 设 {Ls}sex 是 Li(D)(p>>1) 到 Lv(D:) 内 一 致 有 界 正 线性 算 子 列 且 ,一 0， 


则 对 每 个 8EL:(D) 和 充分 大 的 nEw 有 
4р _ 
2p 十 1 

IL.(g)—glo(:) &Con,, Igb? 


其 中 C, 是 与 f，n 无 关 的 正常 数 。 
证 明 对 gEt#(D) 加 以 延 拓 使 得 当 x 生 (a, b) 时 ，g"(x)=0， 由 Taylcr 有 尽 开 式 ,对 


斗 !ED 和 xED: 有 
в) вО) Се) | Сав Сада 

于 是 
П.в) в фо «воо. (ез) ез lu on 十 lg' leoLi (tox) lis on + 
fos Сао, х), оо 


由 引 理 2。13 得 到 P 
Св) а 1, о) SCHi, ish:+IL,( |,G—u)g"(u)du, x )h n 


对 任意 固定 6>0， 当 lt 一 x 1, # 
| NETTE HN +u)lduy 


131 


Ж |e— x |> 3 时 ， 由 Halder 不 等 式 得 到 
[f O= Dg" Gase lex er < Саир, 
ЯН, XIt€ D, x€Di, 有 i 
Права ә [еа + Gen, 
于 是 导出 
Ir. Саед, x воо < taler x) eGx+ leon 


HEDI (3, х) <a [пб laul, 
СД 5 


Жане.) ев) f Goal tulis оо а), 
а 


< Јата, ве, (ее leoo 
Ee. (=x), xinon 
РУ 
deae rte 
Is 1 CC) 3177 usd d ar) 


Hu 
ipei 


其 中 C 是 与 85，n，g 无 关 的 正常 数 、 特 别 取 6=4 ,。 得 到 


f 


11 (f Ger Gods, х)4., озове (28 "m 
困 此 对 充分 大 的 mnEN， 有 


С Сиз дус, Таа 


证 毕 
应用 通 近 转化 定理 和 插 论 2 .2 得 到 | 
定理 2.18 设 {La} ,en 是 Lo(D) (р>1) BJL,(D,) 内 一 小 有 有 界 正 线性 算 子 列 且 д. 
一 0 (n 一 十 co ) ， 则 对 每 个 :EL,《D) 和 充分 大 的 n EN 有 
IL.) mts) C. {н bt ot, paT) (2.28) 


13257 


其 中 C* 是 仅 依赖 于 p 的 正常 数 。 


+6 
比较 定理 2.17 和 定理 2.18 的 估计 式 ， 人 们 自然 要 问 估计 式 172.28 ) 中 的 h.,***! 可 否 
Bue Wer 这 个 问题 还 有 待 研究 ，1983 年 Swetits 一 Wood 引 入 尺度 


个 :一 


£u max 100.6.) ео (ово, IL.(t—x, xUiutob, 


NN 
are 


Tr^, x) 
建立 了 比 估计 式 (2.28) 更 精确 的 估计 ， 我 们 有 
3182.19 i {1..} ex 是 Le(D) (p>>1 ) 到 L,(Di) 内 一 致 有 界 正 线性 竺 子 列 卫 ， 


Farot fn 一 十 co ) ， 则 对 每 个 gE LCDA JIK n E NT; 


(в) воо < cv 从 ,lal 
其 中 Cv 是 仅 依赖 于 p 的 正常 数 ， 
证 明 与 引 理 2.18 一 样 有 


11,.(8)—вЇ»бо)&11 оо 1. (ео) ео lio coi +1g lool 1. (1-х), a)l 


Hall (28 2*7 ILC) elis on HEIL. 4-х", x) loeo) 


PE 


«св (нонам ИИ) 
à ps 
特别 取 3 二 人,， 则 对 充分 大 的 nE N 有 
и.в) £l Lo o1) &Co fes Ist: 

Ши. 

НИ НЕЮ 2 

定理 2.19 (Swetits Wood ). it {L } ,ex 是 Le(D) (р>1) 到 L*(D,) 内 一 致 有 界 
正 性 算 子 列 且 介 ,一 0* ( n 一 十 oe ) ， 则 对 每 个 1EL,CD) 和 充分 大 的 n EN 有 

ш YN (2.29) 
0) оо «с, оз 12») 


作为 例子 ， 我 们 应 用 估计 式 (2.29 ) 来 建立 Wood 型 卷 积 算 子 列 (W. } ,ex 的 量化 估 
计 
зи {Hs(y) baeni (>r, г) (т>0) LER, 偶 的 连续 函数 列 且 对 每 个 hEN 
-rzHs(y)dy 一 1， 
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REL, (0, г) 引入 Wood 型 卷 积 算 子 W。: 
‚за, д = онаа IONS 
明显 地 (W. ) eL, (0, r) (ры) 到 自身 压缩 正 线性 算 子 列 ， 记 
ai= Г. y! H.Cydy, 
Hiao ( n--co) ， 由 计算 可 得 ， 对 xE (0, r) 有 
w.G, x)= jenem 
%.( 4-х)? , х)< f enama; 
又 对 任意 确定 的 8E(0，r)， 当 xE (8, 1 一 6) 时， 有 
пах) = |а) н.да | 
SN a 
二 [全 yHe(y)dy | <; & 
从 而 有 
Iw Сех, х) со» oT([ Lm. x) ах) * 


2e fae fL м. ore) + 


«(29+ | мех, х) ах) 


a 
IW,G—x, x)lisios a< Саа, 


又 因为 


Iw.Gi)-eiluto, 0 = ( Га-жа, D'a) 


«( f @-w.0, x))'dx y 


нож fi ias) 
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并 注意 到 
[Cmca as = f ах ['н.бучу+ | ух [eoe 


< a+ [знову Гах o foi G09y 


ai 
<4+-; 
类 似 地 估计 有 


Гоз [yday= fo a fium fuos ах [н.а 


所 以 有 


а + 
IW.(e.)—e йо» < (2 Gr» 


取 6= cx, 得 到 
еее, та,” 
因此 对 充分 大 的 nE N 有 
^ 2 L 1 РЧ; 9 і. 
As &max(Cias?*!, 4? а, Р, а, +T )& Са? 
于 是 由 定理 2 .19 得 到 
ЖЗ ( B、Wood ) 、 对 每 个 EL。 (0, r) (p>>1) 和 充分 大 的 nEN 有 
TWO 一 和 io， DKC taitto, au) (2.30) 
其 中 C* 是 仅 依赖 于 p 的 正常 数 。 


应 当 指出 ， 由 于 (W.) .ex 是 L。〔0，r] (р>1) 到 自身 内 压缩 正 线性 算 子 列 和 


Aip=max [М (в) фе го» 11 
аз 


<max(C,a ss, а у< Cas 
所 以 由 定理 2.15 的 估计 式 (2.24) 得 到 ， 对 每 个 EL。[0，r] 和 充分 大 的 nEN， 有 
ПМР С) о саз «C, {а +o, (f, aui) (2.31) 


比较 估计 式 (2.30 ) M (2.31) 可 见 ， 对 于 L。(D) 到 自身 内 的 压缩 正 线性 算 子 列 ， 定 
理 2 ,19 中 的 估计 式 ( 2 .29 ) ИР #2 15 p ИАН А (2.24) 
最 后 ， 记 


м = I (—х)*, х соор» 
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m oum 


Ho шах о.б) ей to: IL.G—x, Dron, 13) 
为 尺度 ， 对 于 非 压 缩 正 线性 算 子 列 得 到 一 个 新 的 估计 式 ， 它 优 于 定理 2 .19 中 的 估计 (2 .25)》 
为 此 回顾 Hardy 不 等 式 : 设 1Cp<-+co， 若 8(x)EL。 (0. a) , 且 
$6) = 二 人 «a x€ (0, a), 
则 有 


IGlu:o a) < 52118: EM 


#вЄ 1300), ЖЖЖ 


Q(g”, х) = Sup Gl. 18" (а) ldu) ， x€D, 
< 
为 g" 的 Hardy 一 Littlewood 极 大 函数 ， 由 Hardy 不 等 式 导 出 ， 当 1<p 十 co 时 有 
IQ(g”")lu, (о) < кв" [р io 


其 中 ko 一 TS ， 因 此 ， 对 xED 有 
1. (fA, аав, x)| < 
< г. ( Г Ct—u)g”(u)du| »x 
«(аса [| ool), x ) 
< 908", x)La( (—3)*, x) 
从 而 得 到 
IL. (f, (t—u)g"(u)du, х)| о) 


< 1. ( 4-х)", х) ооо соз 


< юн: lg" loco) (2.32) 
现在 证 明 如 下 引 理 。 
引 理 2.20 Wb {La} sen 是 L(D) (р>1) 到 Le(D，,) 内 一 致 有 界 的 正 线性 算 子 列 且 
о EHE 34 
IL.(]t—xl *, криво (ра = 0Cu2) (n- +оо) 
则 对 每 个 gE1L*(D) 和 充分 大 的 n 有 | 
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Пв) 

其 中 Cb 是 区 依赖 于 p 的 正 数 
证 明 首先 设 gEL?(D)， 由 Taylor 展 开 和 (2.32 ) 得 到 
10.6) — 810» (оа &lgl ool Ls(eo)—eodis (01) 

Re H La( |` GC—u)sr(u)au, xlo? 

«ав, +оо 


«слав, 
其 次 ， 设 p 一 1， 由 条 件 存在 c>>3 使 得 


(еж! *,х).со‹о:›=О(и) (п +о ) 
# s€ L (D), Wax ED: MIDA 


| L.( INEST ok 


s = L. (h—xl uus 1g Gcu)l du, x) 
joeti a <0+00 
< 8 [ le” Geol aur Ce) 


Bi pou 


К 1в"Сх +) аш (1х |, x) 


Ir. (Í Сеа) веба), х) оо 
el 1. «(еь ) ео 81 gli 


LA txl, seen E ЭЕ 
Xó—u. 83I 
TAN (t—u)g”(u)du, x "lup 


«ат. (вае) ео coi ia? О(р» 


E 
xklg"lic« 
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其 余 与 p>1 的 情况 相同 ， 证 毕 。 
由 逼近 转化 定理 及 推论 2 .2 得 到 
定理 2.20 (Swetits 一 Wood) i (L. ) sex 是 L,(D) 到 Ls(D,) 内 一 致 有 界 正 线 性 算 


FHH ( noo) ， 则 对 每 个 EL(D) ( 1<p< 十 co 和 充分 大 的 n 有 


00) tlon <C» stil Foi, Bo) (2.33) 
У, Жаз 
IL. t7xl °, х)Їсо!р‹)=@(и„°) (л +оо), 


则 对 p==1 估 计 式 (2.33 ) 也 成 立 
为 说 明 估计 式 (2.33) 优 于 (2.29 ) ， 我 们 讨论 如 下 例子 ， 
例 4 a0, B70JEI ER), 对 f EL。[0, 15 , + 


£x) lx- $ >n 
L(t, x) 
at" о Кено Ix— «n^ 
2 )-п* 
则 {La} sen Ж L, CO, 1) 到 自身 内 一 致 有 界 正 线性 算 子 列 ， 但 非 压 缩 的 ， 明 в жх 
ухЄ (0, 1) 有 
1.4, х)=1, 1.0, х)=х 
m 
0 х= +] >n 
La ( (=x), x) = t | х— + |n? 
4 Ух, 
La ( G—x)*, x) = UL Ix- 41 «n^ 
所 以 有 
unt 
жө L (tx) x )= y ново) 
m 
3— 
Iz. ( @—х)*, х) um acte 


因此 对 充分 大 的 nE N, Ж 


ETE 
DES a» 
nte pap, 


fen -(25 


~tm pnta 


20 as 
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于 是 由 定理 2,19 的 估计 式 (2.29) 得 到 ， 对 每 个 EL。[0，1] (1<;— +оо) 和 充分 
大 的 n 有 
поили ог (вт оз j] 


(2.34) 
又 由 定理 2.20 的 估计 式 (2.33) 得 到 : 对 每 个 EL。[0，1] (Io o) 和 充分 大 的 
nfi 


1.00 fn, EC» Хата, oiCt, n7), (2.35) 
由 于 当 a>B 时 ， 有 
s *=о(„ "aed ni) (nte). 


可 见 估计 式 (2 .35 ) 优 于 (2.34 ) ， 此 外 还 应 指出 当 x>>p 时 ， 估 计 式 (2.35) 的 阶 是 不 可 
改善 的 ， 例 如 取 fu(x) 一 (x 一 去 )t，xE (0, 1), Wt €L, (0, 1) (p>1) 且 对 bh 一 0* 


Holta, h) =O), AH (2.35) 得 到 ， 对 充分 大 的 nEN 有 


о) ао 11 < Conto 
另 一 方面 由 计算 可 知 ， 存 在 正常 数 ko 使 得 对 充分 大 的 anE N 有 


По) Бу u > пт 
因此 对 1<p< 十 oo 有 


Ш.С), nt) (пә+=) 
可 见 估计 (2.35 ) 的 阶 是 不 可 改善 的 。 


2.5 无 穷 区 间 上 算 子 通 近 的 量化 定理 
设 D=(a，b) 是 有 限 或 无 穷 区 间 ， 不 失 一 般 性 可 设 D 表 示 I= (0, 1), R= Co, 
©) 或 R= (一 co， 十 ce ) ， 用 Cu(D) 表 示 C(D) 中 有 界 函数 组 成 的 了 空间 ， 对 fE Co(D) 
Jit SOS] = sup НОЛ, ЇПАС,' = (glg€ C, (D)Hg/ € AC], 又 设 pEC:(D) 是 
x 


非 负 权 函 数 且 适合 本 章 $ 1.5 列 举 的 条 件 。 
本 节 主 要 是 应 用 逼近 转化 原理 讨论 无 穷 区 间 上 正 线性 算 子 一 致 下 近 的 量化 定理 ， 首 先 
讨论 点 态 通 近 度 的 量化 估计 ， 我 们 有 
定理 2.21 设 { L.) ,cw 是 C(D) 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 列 ， 若 存 在 as 一 0+(n 一 
十 0) 和 正常 数 C, 使 得 对 每 个 s EC*(D) 和 x ED 有 
IL. Cg x)— Ol «С.ф? (x)ailg"] (2.36) 


则 对 每 个 fE Ce(D) 和 充分 大 的 n 有 


IL.Ct, х) 1G)l «Co: (t, азр (x)) (2.87) 


此 中 C 是 与 f，n 无 关 的 正常 数 。 
证 明 #ТЄС,(р), хер, ИЯ &ЄС'(р)ЯГ 
0, х) О «I Ск) вО 十 | g(x)—L.(g, x)| t |L.(ft—g, x) 


«GO Ly t— gl * Ciaio* Gol 1 


&max(Ci, 1+1) И-81+ а1ф*(х)1в'1 
Rp еп (LE), 于 是 有 


1{(х)—1.(4, x)| <шах(с,, 1+L)K:(f, а(х) 


ШЖ 382 18H (2.37) 证 毕 。 
特别 地 


推论 2.11 8 {L。} en 是 CCD) 到 自身 内 的 正 线 狂 算 子 列 ， 若 对 x€ D 和 充分 大 的 
лем, 有 


Li, x)=], Lalt, x)=x, Le((t—x)’, x)& кабр) 
则 对 每 个 !E Cs(D) 和 充分 大 的 n 有 
IL Ct, х) 1G0l < Coi(t, asg(x)) (2.38) 
证 明 由 于 gEC*(D)， 所 以 对 LED 有 | 
g(t)=g(x)+g’ (x)(t—x)+ Г 全 soDauas 
所 以 
f. f} leo lauas, x ) 
«Ig +L. (6—3)*, x) 
«са 
hcs, № (2.36) 适合 ， 因 此 由 定理 2.21 导 出 所 需 的 估计 式 ， 证 毕 。 


IL.(g, x)—s(x) ISL.( 


@ É (VI?) sex (220) 是 广义 的 Lupas 一 Baskakov 算 子 列 ， 由 于 对 x €(0, ce) 
有 
У (1, х)=1, У, x)=x 
ч (1+ 
маю) х) = Ое) 
因此 由 推论 2 .11 得 到 
系 1 没 c>>0， 对 每 个 ECe(R-) 和 xE (0, e) A 
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IVO, о-К < co (t, (Fate) t) 


其 次 ， 由 于 在 无 穷 区间 上 权 函 数 p 可 以 是 无 界 的 ， 因 此 ， 即 使 估计 式 (2,38 ) 在 D 点 
点 成 立 ， 也 不 总 能 导出 一 致 愧 近 度 的 量化 估计 ， 现 在 记 


U= (glgCACiBlo'g'I oo) , 
对 fECo(D) 和 t>0, 4 
EC, Qo int (1С 11е" D? 
860 
由 引 理 2.4 和 定理 2.10 得 到 ， 对 t>>0 有 
K., t)Xminll, +) Ио, t), 


因而 由 逼近 转化 定理 导出 

推论 2.12 设 {L。} ,ex 是 C(D) 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 列 ， 若 存在 cs 一 0* (n— 
十 co ) 使 得 对 每 个 gEU 和 充分 大 的 n EN 有 

11.(а)—в1 < С‹а!1в1+1Ф*в”1) (2.39) 
其 中 C1 是 与 n，g 无 关 的 正常 数 ， 则 对 每 个 :E Cs(D) 和 充分 大 的 n 有 

I11.(G)-fl&c (alltl+o,(t, а.)} (2.40) 


特别 地 ， 对 于 正 线性 算 子 有 如 下 重要 的 量化 定理 。 


定理 2.22(V。Totik ) 1 (L.) sen 是 CCD) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 若 对 每 个 
xED 有 


L.G, x)-1, LG, x)=x, Le((t—x)’, х)< kaip:(x)， 


其 中 as 一 0+《 n 一 十 吕 )， 则 对 每 个 :ECo(D) 有 
1.0) 1<кео, (0, aa) (2.41) 
其 中 k。 是 与 无 关 的 正常 数 。 
证 明 我 们 只 证 明 DD=(0，o) 的 情况 ， 其 余 是 类 似 的 
车 存在 常数 C1 使 得 p(x)<<Cix( x>0 ) ， 则 对 每 个 FED 取 


t x+ с9(х) ) 


c-r FD ERC PEE, УЛЕС, В ФС) < cix (x21) ， 则 对 每 
个 xED 取 


(х= сәх), x+ се(х)) 当 x 一 cp(x) 之 下 
(0, х+се(х)) 当 x 一 C9(x) < 


md. i 
其 中 C7 练 GTD 这 里 取 实 的 区 间 I* 在 下 文 证 明 中 是 固定 的 


i 


为 方便 我 们 将 定理 的 证 明 分 为 如 下 四 个 命题 


命题! 设 x>0 和 
dudy 
os Í. NS eim 
[39 
则 有 
һо) < OL G>) (2.42) 


g'(x) 
其 中 k1 是 与 xz，t 无 关 的 正常 数 。 


证 明 #x—Cə(x), tEIs=(x 一 Cp(x)，x+ Cp(x)) жанаа 根据 
权 函 数 p 适 合 的 条 件 1* ) 有 = 
giro Goo) «сю *(x) 
所 以 对 + El 有 


ыб) < citis "Гама? осе: (d! 


кср), tEL н c», М 


x= Cp(x) <--<‹<х+Се(х) 
因此 关于 hs(t) 的 上 面 估计 仍然 成 立 。 
剩 下 只 要 讨论 x 一 Cp(x) X, t€ B: <- 六 的 情况 ， 由 于 常数 C 的 选取 ， 


x-CoGO < х. 只 能 在 Lim РО). 十 co 时 成 立 ， 这 时 册 g 适 合 条 件 的 条 件 2* ) ， 存 


х0" 
在 rE(0，1) 使 得 Сонг РЕНО, MIE ERMAR O< Саа 
Ж : 


9G) c uou) 
x хі 
Wü v < uU 
уе Y dud dud 
sse Gr" fJ: шт eet" FT. Se 
x zd or 
"iier < 200 Tr 9 


所 以 估计 式 (2.42 ) 得 证 。 
命题 2 itx>0, hEC,(0, œ), Ф 
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в) 11: 
ao, (€, NI 
则 有 ; 
IL (hc, x) I< kila: 2.2. (2.43) 


Fins 咎 于 对 t EI 有 h(t) 一 h'CO- 0, PREMA E exon Ce(x), МИЯ tE 
‚ °°) 有 “ 


I(e)—h° (0) 1 < IM < 
因此 对 x>>0 有 
IL.(h—h°, x)| < 


Co er Gi 9% 


с AL EI La (1-х) х) 
<: 
估计 式 (2 48) 证 得 。 
命题 3 x0, g€ COLD CCDNL)REAELAE TIS BD, WE 
L.C, x)2a(x) — kil glas? (2. 44) 
Ж, Н», Хп. 
证 明 ШРЕК Fe, MURER Ка ау ELH 


g 2x) a(1— x) (2.45) 4 
令 { 
eos (Q9 Pn 
ЖН (2.43) 得 到 
11.06 в", x)| <k ls! ai^ (2:46) 
4200)=в(х) (Єр), ВН (2.43) 得 到 
Ika ( 8°—aCx), х) «t ai (2.47) 
№ (2.45) 导出 | 
POETO CCSD] Р 


所 以 
` L", к) Gt юж (ва) x) 
因此 由 (2.46 ) Ж (2.47 ) 得 到 

M.G к) ai> Lala", x) 


> в ЧИ ан, (60-0), x) 


Lle x) >) 2 Ваа. (0-5), x ) 
现在 估计 (аек), x), AF L. (абе), ео, Bil 
V (66-3), x )j-| 1. (а@-ю- icm x) 
p xi-lt-xl*, x). 
着 x 一 Cg(x) > T. Ш. =(x 一 Cp(x)，x+Cp(x) ), й (2.45) 导出 


—2 el g(x) — g(x- Co( x) )«aCo(x) 


< g(x+Cy(x) ) 7 &GO21 gl 


所 以 有 
la < 24, Du oy 

又 因为 ELB |t 一 x| 一 h> х |" 一 0， 而 t 生 1 时 ， 有 |t 一 x| >Сф(х), ВИ эзе 
ия chute сер) | 

因此 得 到 
11. ((@а@-ю)’, х < ла. a (2,43) к 


Hx-co() «X, ий, e (0, х+©рбх)), абв titi Жа S 2181, nua) 
仍然 成 立 ， 当 a <0 时 ， 则 有 a(t 一 x) 一 (a(t 一 x) ) <0， 所 以 


1. (26-2). x )2L.(a(t7x) x)=0 (2.49) 
H (2.48) Ж (2.49) 得 到 š | 
L(g, x)2aG0—kilgla? 
其 中 ka 一 4 des Ш. 
命题 4 #gEU, M| 
11..(а)—в!<Ккаа!( lg! + ев") 
其 中 ks 是 与 8，n 无 关 的 正常 数 . 
证 明 记 M=Ip*g"1< 十 co， 令 
_[М®@)®вб) tEL 
eto {ко tI 
我 们 有 


w 


Ie le ым, I& акак che, 
由 于 当 t ELA, A 


g ()= бу *g')m — $7 $697 
所 以 g*(t) 和 g-({) 在 t: 中 是 下 凸 的 ， 由 命题 3 得 到 
L(g', x)>8(x)—kakea?, 
L(g-, x)2—g(x)—kika1 
又 因为 


L.(gs x)=L, ( Mhs(1) gl) )xiGO, x )+ 1. ( +а00- (O, х) 


= L. (мае) (0), x )+L. (g x) 
тС) БОЕК, "E 
+1.(в, x)= 1. (ма, Сох (0), x) 一 L. (g£, x) 


CMLs (в, (+), x) + а(х) кака š 
因此 
$ (L(g, x)— g(x)) < ML.(h. C), x)+kike ai 


Su (G—30*, x )* kikai 


«ks (181+ Io*g i)a} 
从 而 得 到 
ILsCg) —glxks а: (181 +I ф?а' |) 
证 毕 。 
由 命题 4 和 推论 2 .12 得 到 ， 对 每 个 KE Cu(D) 和 充分 大 的 nE Nf 
ILD- < cÍ ано, а.)} 
最 后 注意 到 LL, 是 保持 线性 的 ， 所 以 不 妨 设 f 是 非 线性 ， 因 此 对 充分 大 的 n 有 
а: С,0,(0, a.) 


ММЗ (2.41), 定理 2.22 证 毕 。 

#2 Ub (VLC) „єз ( a>0 ) 是 广义 Pupas 一 Baskakov 算 子 列 ， 由 于 对 xE(0，co) 
有 

уа, 9-21 vi Go х)=х, ео, x =ха+ах) 


所 以 由 定理 2.22 得 到 ( IRe(x)=V x Fax) , a20) 
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РЯ 对 每 个 fE Cu(0，co) 和 充分 大 的 n 有 
у 0) < ko array ( 5 A 
例 3 № 40.) .ex 是 修正 的 Landau 算 子 列 ， 由 于 对 xE(0，1) 有 


Ф.(1, х)=1; Dolt, х)=х, Ф.((а—х)*, кк". 
ЯМЫ (x) x Q —x)f88] 
Жз 对 每 个 :E Co(0，1) 和 充分 大 的 nEN， 有 


0) Ик, ао =) 


应 当 指出 ， 若 定理 2.22 中 的 正 线性 算 子 仅 满足 
1.01, x)-120(a.?), L.(t, х)—х=О(а„?®) 
则 定理 中 的 估计 式 (2.41 ) 应 改 为 


И. (0-1 < kola? + oolf, as))。 


83 ”逼近 度 估计 的 直接 方法 


8.1 Mamedov 一 Shisha 量 化 方法 
设 D= (a, b), L.) se 是 C(D) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 应 用 逼近 转化 原理 
1 可 以 将 {La} ses 对 试验 集 (1, x, xi) МЕНЕЕ СОО) 4684563800 3E EE 
度 估计 ， 由 于 这 样 的 估计 产生 一 个 没有 明确 数值 的 正常 数 ， 因 而 在 某 种 意义 上 估计 式 并 不 
理想 ，Mamedov 一 Shisha 给 出 如 下 直接 估计 法 。 
jg (x)=Lo(t 一 x)*，x) (хер), 首先 由 Mamedov 随 后 由 Shisha 和 Mond 加 
以 发 展 得 到 | 
定理 2.23 ( Mamedov 一 Shisha ) Я D = (с, d) Ср, {La} «ск Ж С(р) 到 
CCD ,) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 若 对 xc D ,有 h(x)>>0， 则 对 每 个 :E(D) 和 4>0 有 
Сх) 00, xl ТСО, x) 710 + 
+(L.G, до, Anson) (3.1) 
证 明 设 fEC(D)， 刘 对 车 t，xED 有 
ИО «ott, ах) 
因此 对 每 个 6>0 有 
olf, 8) lt—xl<é 


об, и—х)<{ ou, 0299) Е 
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于 是 对 半 t，x ED 及 6>0 有 
LOO < (177) ушн, D 
从 而 得 到 
HG)- LG, x) < HGOHL L.G, х). (100) 0001, x) 


оа, ю-И жобо Ə( в.а, x) +080000 x) 


= GO L.G, х) жов, 2( L.G, + 08200) 
хер, Жи.(х)>0, X142085-- 如 。(x) 得 到 
ибд-@, x)| <l LLC, x) 711 (LG) 447*)o (в, дв.) 
特别 地 ， 有 
推论 2.13 若 L.(1，x) 二 1， 则 对 每 个 :EC(D) 和 4>0 有 


|GO- L.C x) ISOA) e(t, An ). 
现在 记 E 


ш ED. IL, (бх), x)! 


H (3.1) 导出 Shisha 一 Mond 得 到 的 如 下 结果 

推论 。14 设 {L} ex 是 CCD) 到 C(D:) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 fE(D) 和 
4>0 有 

0) со, ИИ, (0) = Иск) + (1+7) (4, Ana) (3.2) 
特别 当 L,(1，x)=1 (xED:), WÄ 

()—1сь.›<(1+47*)ш({, ди.) 

С: UR Fi 

定理 2. 24 Ш iLa} sen 是 C(D) 到 C(D,) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 若 对 xED, 有 ,x) 
0， 则 对 每 个 :E CCD) 和 Ai 之 0 有 

IL.(t, х) #0) 1 SO La, x)—11- О). xi 

+ (271+ VES x) )uGOo s мы) (8, 3) 

证 明 设 i€C'(D)， 则 对 六 t，x ED 有 

0) Оа) = ['(G)- r Саш 
于 是 6>0 有 ， 


о О 
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<ar, п-к 0 1б, (hole 62397) 
ПАЖ 
(00) 00) Cx) а-к), x)! 


«әб. 0) (1.0 9 +180005 ©) 


< обе, 9) (VIG, x) 9). GO 
这 里 利用 了 Schwarz 不 等 式 ; 
L.(it—xl, хи. бәм, x) . 
dix € pifiu,(x)>0, IADR Au GO RESI 
1L (t6) 1G)—£G) ах) x)! 


«(i7 VEG, x) )u Got no) 


从 而 得 到 估计 式 ( 3。3 ) 证 毕 。 
特别 地 有 
推论 2，15 ” 若 L。(1，x) 一 1，L。(t，x) 一 x， 则 对 每 个 EC:(D) 和 )>>0 有 
Malf, x)= fGO i А Dis GOof^, Anio) 
H C3, 3) 导出 由 Mond 一 Vasndevan 得 到 的 如 下 估计 式 。 
推论 2，16 设 {La} sex 是 CCD) 到 C(D,) 内 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 1€C'(D) 和 
2>0 有 


1G) fleo < HILO- koo LIES, Мех, x)! 


+ GEIL иж”, Ans) (3, 4) 


РНЫ, 1.01, x)=1, 1.0, х)=х (хЄр.), WA 
ПС) — tlccoi G+ и. оС, Au.) 
作为 例子 考查 如 下 一 些 熟 知 的 正 线性 算 子 
系 1 设 B.) .ex 是 Bernstein 算 子 列 ， 则 对 每 个 EC Co, 1) MxE (0, 1) 有 


[fGO—B.($, х)1< (1а х )о (t 2 
* 


H-B lco и < e (s, Ap) (3. 8)) 


而 对 每 个 :EC* (0, 1) Mix € (0, 12 有 


ЕЕ =x) 1 
ибә-в.@ ms (+ vxo) 2G=9, (e, у 
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Мв 10 Де (е, LE) G. 6) 
证 明 由 于 对 xE (0, 1) 有 
B.G, =l, В. =x; В.а), х) 079, 


因此 对 每 个 EC (0, 1) 和 xE(0，1)， 取 à c LL ii (3:1) 88 
V x(1—x) 


ов. x ) < (1+ха-х))о ( s, Z=) 


LERA max — xü—i)- AEREN (3. 5). 
x€ (0, 1) 4 
=t 
XIt€c! Co, 1) fix€(o, 1), Ж à zagt (3. 3) 导出 


IG) -5« «< (itai), /Eo (e, =) 
从 而 导出 (3。6 ) 证 毕 。 
应 当 指出 《3。5 ) 和 (3. 6) 中 的 常数 -5 2 不 是 最 佳 的 ， 其 最 佳 常数 E 由 


F，Schurer 确 定 。 


Ж1 设 IH.) „єн 是 Hermite——rFeje/r W + 列 ， 则 对 每 个 EC [一 1, 1) 和 
x€ (—1, 12 ff 


1n. =t) < ге (s, 172001), 
而 对 每 个 EC! C71, 1) fix € (—1, 12 有 
їн. х) вод < Т ey 217500 otr, 1:001) 
Зет. (x) = сов(пагссозх) ' 
证 明 由 于 对 xE€ C—1, 1) 有 
н.а, 951, ден. (к, x =T 09, 
m 
н. (вю, х) (ти) + X T.G To(x) 。 
所 以 有 
їн.—х, )1<-#-1т.(х) |. 
Хака соз Per oki, 2, oem), dl G)20, Чеха, М 
м 


AHC, ха) f. ЭНА (3. 1) Ж (3. 3) 导出 所 求 的 估计 ， 证 毕 。 
R3 М {La} сн 是 代数 眷 积 算 子 列 ( 见 8 2. 4 例 1 ) ，. 又 设 Ds = [一 6, д) 
(0<<6<< 去 ) ， 则 对 每 个 :EC тж; HE 


IL.f)— f 1с0 < (ҮС Ерино, as). 
IEC! C-t, +), WA 
La(t)— со osae 5s [К] Te yi 1l+2as@(f’, и.) . 
证 明 $2. 4 例 ! 可 知 ， 对 xEDs 有 
в) (Оа), x)« f^ ene mast 


поо &cg f ge 


ETC 
Am ш.а х, теч) 
н (3, 1) (3. 3) 导出 所 需 的 估计 式 ， 证 毕 。 


类 似 地 ， 对 于 周期 情况 可 以 建立 Mamedov 一 Shisha 定理 ， 由 于 这 时 试验 集 为 《{ 1， 
osx, sinx} 所 以 取 


Pi) = 1. (віп? as x) 
REU (x)， 并 利用 不 等 式 sin P? == (occa) 得 到 


定理 2. 25 it (Lg d "—— 则 对 每 个 єс. › xE 
(-л, л) 和 4>0 有 
IL. х) Оо <l Cx) а, x)711 


+ (в.а, x) + T VEG, x) )e (s, АВ.) :63,7)-' 
ж t€c1,. ухе (—л, z) 和 4>0 有 
IL. Ct, х) f(x) С) | L.G, x)—11 + IGO 18. 
+L sino). x | )+я (5 HVET, 3) 4-G))o(f', АВ.) ) 


(з. 8) 
特别 地 有 
推论 2。17 车 L.(1，x) 一 1， 则 对 每 个 :EC:: 和 240 有 


Ht о тан F) olt 48.69); 


150 


шы» 


车 还 有 工 ,( sin(t 一 x)，x )= 0, RIXA t€ C1 R08 


[Lely ж) 1G) Kal O) IB. GO = (14-7) Bo, t, 28. (x)) 


作为 例子 讨论 正 卷 积 算 子 的 通 近 度 估计 。 
Жа 设 {1} veo 是 对 应 于 正 ， 偶 Borcl 测 度 核 {dho} ¿eo 的 正 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 个 
f€C:: 和 x€E [一 x,，x】 有 


IG, D=) o, +, а-а:,)%) 
жес WA 


Мы, х) 1601 < a) 


a aX Ed olt, G-a) р) . 


02) 7 
证 明 由 于 对 xE【 一 my is ж 
LG, x)=1 , L( sin(t—x), х)=0 
和 
В%(х)=1„( sin: t> х)= 15а. 
所 以 取 4= 2 ， 由 推论 (2。17 ) 导出 所 求 的 估计 ， 证 毕 。 
3.2 DeVore 一 Freud 量化 方法 


首先 证 明 DeVore 一 Minkova 的 如 下 估计 
3182, 21 i {Ls} sex 是 C(D) 到 C(D,) 内 正 线性 算 子 列 ， 若 sg EC'(D).xED,, 则 


Lo( lgCt)—g(x) l х) ів. t7 xl x) (3.11) 
#вЄс'(р). хЄрї,йї 
(вв х) аво x) +i, (к) (3, 12) 


证 明 #вЄС'(р), Wy € D, хЄр.# 
g(1)—g(x)= Jis au 


因此 

|в(+)—в(х)1 <lg Мах 
于 是 导出 估计 式 (3。11 ) 。 
#gECD), My ED, хер, # 


8(з)—в(х)=а'(х)т—х) + IE O 
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因此 有 
пав» x) le^ GOL LG mx HET L(G), x) 


«I'll Lx эй} Hu) 


证 毕 。 
在 引 理 2。8 中 ， 对 fE C! Ca, b) ，0<h<b 一 a 引 入 Steklov 平 均 (#)ь(х) ， 并 令 


t(G) e (*) G0, MWE Е серн, 
It Itl, he’ —f осе, h) 
[E ES a-i, h) < Jor, h) 
利用 引 理 2。20 及 上 述 估计 得 到 
定理 2. 26 ( Gonska) 设 ?Lo} sex 是 C(D) 到 C(D,) 内 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 
t€c'(p)#ix EDH 
IL.Ct, x)— f(x) <l tGO 0, х) НН Ls (Ех 0] 


+0, х) (1-8) ыб) )e(t, в) (3. 13) 


' 其 中 0<h<b 一 a 
证 明 由 于 对 xED: 有 


Пов, 3) — 1691 < IGOH LG, х)—11+(@@)—(х), х), 
另 一 方面 由 (3。11 ) 和 (3. 12) 及 f。 € c (D) Slt 
1L (1)—1G0, xil SILe (000) 5 )—1G)-- f x), x )! 


b—a 


* LOS). f(x), х) 
«It^ —t IL cx lx) H^ Hl La mx x) 1+ ua. uiG) 


«Ifl LG 3) He (Lalle D x) В) iG) olr в) 
其 中 0<h<b 一 a， 因 此 得 到 ( 3。 13 ) ， 证 毕 。 

特别 地 ， 有 

推论 2.18 若 L.(1，x) 二 1，L。(t，x) 二 x， 则 对 每 个 :EC'(D) 和 x ED 有 

а х) 0 С) x) 3g 7 Duet G2)oGs h) 
其 中 0<h<b 一 a。 

由 Schwarz 不 等 式 导 出 

H«C х) О < (+G ml), 8) 
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Ж1 Е {Ba} sex 是 Bernstein 算 子 列 ， 则 对 每 个 EC! (0, 1) 和 n>1 有 
5 1 " H 
1в.(0-1<-- zr” (г, =” 
证 明 由 于 对 xE〔0，1] 有 
Q BG х) =, В.(, х)=х 
я Е 
мое в.( (а) х) 


因此 由 推论 2。18、 инь Las, 对 xE (0, 1) 有 


13. Da +) ol, 1) 


=. L ar, _ 1. 
8 Уп et, ^n 


现在 应 用 引 理 2。11 对 {ЄС (а, b) ，0<h<b 一 a 引 进 二 阶 Steklov 平均 fs , RI 
faa EC? (0, 1) 且 有 


и < 2 o, h), 
ПТ 2 of, h), 


Itl Aoi, в), 


因此 由 《3。12 ) 得 到 Е 
定理 ?2.27 ( DeVore 一 Freud ) iË {1..} .ex 是 C(D) 到 C(D,) 内 一 致 有 界 的 正 线性 
算 子 列 ， 则 对 每 个 :EC(D)，x € D4 有 


[L.G к) Ск) < НСО LG х) = 142. LG х) lolt в) 
ort 0) oir, в) (3, 14) 
其 中 0<h<b-a L = 38^ (rp. 
证 明 由 于 对 xED, 有 
IL. Ct, х) О) О ll Q5 x)71 |+ 1Le( £0) 160». x)! 
又 由 (3。12 ) 导出 
ILEO) x) & О) £5 )— 1G) + falx) х) 


+ 1. ваб) tax), x)<2 ши + 


353 


Hr ems s) pe Ma иу” 

<E IL G3) lols, ву (3 +8209) о, (t, һу 
所 以 得 到 估计 式 (3。14 ) 证 毕 。 

特别 地 有 


推论 2. 19 设 (LO sex 是 C(D) 到 自身 内 正 线性 算 子 列 且 Lo(1，x)=1， Le(t，x) 
三 X， 荐 ha(x) 一 0* ( n 一 十 oo ) ， 则 对 每 个 :EC(D)，4>>0 和 充分 大 的 n EN 有 


IL.($, x)—t(x)| < G27)o:(t, ди.) (3, 18) 


现在 对 Bernstein 算 子 B。 应 用 估计 式 (3。15 ) 得 到 
X2 ”对 每 个 EC (0, 1) 和 xE Co, 1), 22017 


IB,G(#, 30160 «о, (s, 2/09) 
特别 取 а= НН, Bernes—G, G, Тогетт: tta 
B.(t, х) 16) |< 50, (1, JED 
Wi=1 FHL, 1. Strukov—A. F. Timantit: 


15«Ct, х) tGO |< 4o (t, J02) 


n 


又 取 1 一 2 导出 Y。A。Brudnyi 估 计 
| В.С х)-Кх) < 35 o: (1, 90-9), 
其 中 xE 〔0，1] ， 因 此 导出 对 每 个 EC (0, 1) 有 
IB.(D-—ft1<3 1- oi (s, > 


上 式 常数 8 4 并非 是 最 佳 的 ， 此 最 佳 值 目前 尚 不 知道 。 


最 后 讨论 无 穷 区 间 上 的 DeVore 一 Freud 量 化 方法 ， 设 T=R, 或 R。， 若 fFEC(T), 令 
[1 = Sup | t) 
x 


е 
CAT)= {f |t € CCT)HL If icir < o9) 
C,'Cr) (fl £€C*(r) Bt" Ice < +оо}, 
Ma €C (0, co) 和 h>0, 4 


A fGcth) – (а) +000) x€ (—h, 0) 
Ко) { 

iG) x€ (0, со) 
则 有 
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51882. 22 对 x€ [0，oo) 和 6E(0, h) 有 


К olt h+2o,(s №) о<8<һ, 
МС x) I< 
в во, (s, №) ô=h 


证 明 与 引 理 2。10 的 证 明 类 似 、 分 两 种 情况 讨论 。 
iMx—ó.xock0€ Co, oo)R] 


LAS CR. х) m IAE Cx 2] <o: (t. В) 
ii) 车 x 一 6<0，x，x 十 6E〔0。 十 co)， 则 当 0< 6<h 时 ， 有 
АСЯ,» = Соп) а) 00) 200) х) 
= (t0) - 218) f23)— (x) 2t (x+ В) +В) 
«ака Ios х) о 6,1 В) 


talt, 1-84 2-0) о 520, В) 
车 6 二 h 时 ， 类 似 地 讨论 有 
HAS CR, xIof Во Ct, №), 
类 似 于 引 理 2。11 我 人 有 
515822, з ЄС, (0, co) 引入 二 阶 Steklov 平 均 


h 
taomi | | 2, Kxtsttasat x€ (0 =) 


2 
шеъ €C; (0, co) R 


и! < Loi, h) 
It, l< Fos h) (3, 16) 


9:0, һ) 


и < 


8182. 24 ЄС, ( 一， 十 co ) ， 引 入 二 阶 Steklov 平 均 


ибо, f j: n Кова хЄ( нә), | 


Ea 
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则 fs, ECi( =, фос) H 
И—-Ї< kot, h) 
Ml pot в) (3. 17) 


< dois h) 


UH (3. 16) fü (3. 17 ) 可 将 定理 2。27 推 广 到 无 穷 区 间 得 到 如 下 定理 
定理 2. 28 № {La} sen 是 C(R') 到 自身 内 一 致 有 界 的 正 线性 算 子 列 ， 则 对 每 个 
fECo(R+) 和 xE(0，co) 有 


ILC, х) 1621 < Ик) ИЕ.» х)—11+ 2 ао x) loCt h) 
(3t )oslt, в) (3. 18) 


其 中 h>0 L= EN {йы}. 


Ж#2. 29 VL.) JE CREE PI SICH WA ESTE W Я, WEG EE CUR) 
TüxC(—eo, +оо) 


из х) GOL & IG) NL х)—11 + -y П Сео x) dot B) 
+(и+ "5 уо, в) (3. 19) 


其 中 h>0, Le 500 (ILI) 


n€N 
特别 地 有 
推论 2. 20 设 (L.) sex 是 CCR,) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 L.G, x)=1, 
1ь(ь x)=x, diu(x)20, ШЯНЕТЕЕС, (0, oo) 和 1>>0 有 


П.С х) f(x) < (3+4-2)o, (t, ди.(х)) 


推论 ?2. 21 设 {La} sex 是 CCR) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 L.G, х)=1, 
Lale x) 一 x， 若 ks(x) 之 0， 则 对 每 个 KE Cu( 一 co， 十 co) 和 ?>0 有 
ILB х) 1691 < (+ ol) ot halx) ) 
对 Gauss 一 Weierstrass 算 子 G。， 由 于 对 x Ис. (17x) x)= 1, ИАН 


2。21 得 到 
Жз 对 每 个 ECo( 一 co， 十 0) 和 xE( 一 2， 十 吕 ) 有 


19.06 x)-1G) IS (1+ d5)o (s, 72) 
特别 取 1=1 得 到 
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le x) 160 &3- o. (6 JE 


RE" Жл ираз—Вавкакоу ЕРУ. (91 (0220), BP V.C (1-х), х) e Хак), 
所 以 由 推论 2。19 得 到 
Жї 对 每 个 EC。[0，co ) x€ [0，co) 和 1>>0 有 
IVAO о-о)! < (алое ат) 
CESTE] 
IVO D-O < 40, (6 Jta 


8. 3 精 化 的 Mamedov 一 Shisha 量 化 估计 


现在 应 用 定理 2。5 和 定理 2，6 关 于 三 参数 K 一 泛 函 K1"(f，t，ti，ts) 的 估计 来 精 化 
Mamedov 一 Shisha 的 估计 ， 我 们 有 
定理 2。30 Üt {L。} sex 是 Cla，b) 到 自身 内 一 致 有 界 的 线性 算 子 列 且 适 合 如 下 条 件 
1) 存在 p(x) 之 0 使 得 对 YY¥g8EC! (а b) 有 
Св» х)—в(х)1< Са”. 
ii) 存在 rs(x)>>0 ( k=1, 2) 使 得 对 六 g。EC? (а, b) 有 
IL, х) во О) тах) lg GO [4 га GO во" I 


ERAN dre 是 有 限 的 ， 则 对 每 个 {EC Ca b) 和 每 个 xE (a b) 有 


ge(x) 
пф, )- 16)! < арке FD, FD, n (95 
XU r= ON {нь} (3. 20) 


证 明 эс Са, b), в.’ EC? (а, b), Hi), ii) 导出 
(в, х) Со <] L.(t—g, х)—(ї—в)(х)1+11(в—в› х)—(в—вь)(х)! 


+ (вах) во GO 1) Ив 9. (x) lg — BEL ri Cx) Ecl ri GOTT t] 


нв +. Све ве intet 
先 对 g。EC* [a，b】 取 下 确 界 ， 再 对 gs ЄС! Ca, b) теля 


IL.(t, х)—{(х)|<(1.+1) 


9.60 
«єс tao) 0 Ou. са ble’ — 


Е 181+ n lei] ) 
- PLx) табх) rs(x) 
arok ТР, s m 
证 毕 。 
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特别 地 对 正 线性 算 子 列 有 

推论 2。22 设 IL.) sex 是 C (a, b) 到 自身 内 正 线性 算 子 列 ， 日 I.(1，*)=1， 记 
hax(x) = 1..((+—х)', x ), 则 对 每 个 :ECla，b) 和 xE (а, tJ 有 

* o(p, Lt xl x) Шах, x)| в.) 
HG) 716) каки" (t š s. * А И x)2L.C хр) 
(3. 21). 

证 明 出 引 理 2。21 中 的 估计 《3,11 ) 和 (3。 12), R esG)- LC t7xl, х), 
ra) = IL, (аж), x) Ui n G0 一 -上 <(X) ， 并 注意 到 L 一 1， 由 估计 ( 3， 20) 
导出 ( 3。21) 证 毕 。 

应 用 推论 2。5 由 ( 3。21 ) 导出 

推论 2。23 对 每 个 EC! (а, b), x€ (а, b) 和 h>0 有 

IL, х) 00) < kmaha l t—xl, x), GO 86, в). 


若 对 L。(|t 一 xl，x) 应 用 Schwarz 不 等 式 ， 并 取 h 一 ju。(x) ( 420 ) 得 到 

IL, х) О) < 00 maxi, yer. Au) ) (3, 22) 
若 4=1 得 到 

пф OOA 0 (и, pe) ) < i 09s һ.б) ) 
ДЕС! (a,b) 上 这 个 估计 是 不 可 改进 的 ,因为 取 f.(t)=(t 一 x)? 则 ot^, p(x), =u.(x), 
从 而 使 上 式 变 成 等 式 。 


特别 地 ， 对 Bernstein 算 子 B。 应 用 估计 式 ( 3. 22 ) 得 到 
Жї НЕС: (0, 12, x€ C0, 1), n2ifilh^0fi 


13.5 071601 < + [09 шах(, FY 区区 обе, в) 
特别 取 h 一 4 xü) (4>0) 得 到 


Гв, x) 1G) c (3879) fna, 1.) (и, 262255. 


(з. 23) 
若 1=1 由 (3。23 ) 导出 
13.5 ху (и, EE) 
«0-9 P (3. 24) 


diit (3. 24 ) 是 不 可 改进 的 。 
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XER 4 二 -一 +， 由 (3。23 ) 导出 


Ух = х) 
| Bt, x) £G0l < + ml, vxü-x) Je (е, z 
- (1-х) Уу, 1 
=+ 00 ue, A) 
因此 对 tfEC' [0，1] 有 
IB.(t)— "el c(t. A (3, 25) 
估计 式 (3. 25) Ф ВСН, ВОЛАТ ВЕНЕ, HXH, t) 


是 上 凸 连 续 模 时 ， o, t)7o(f', t), WSchurer—SteutelXt EAR olf, t) 已 证 明 
去 是 最 佳 的 ， 但 另 一 方面 着 o(f*，bD 是 上 凸 连续 模 ， 由 ( 3。24 ) 导出 


ив.) "e e(t, 


He (3, 25) fa C3. HANAR. 
最 后 应 用 定理 2。6， 从 ( 3， 21) 导出 
推论 2。24 对 每 个 :EL[ a, bJ, x€ Ca, b) 和 h>0 有 


IL, х) 060) < пах, Ок уу, b) 


= ——) (3. 26) 


< пах, 0) уб, в) (3. 27) 
特别 取 h= др, (x) (470) 导出 
HL, x) 1601 < тах(ї, 5. )a (s, 2.60 ) (3. 28) 
车 4=1 得 到 
1L, x)-16)1« o (f, un) 


特别 地 ， 对 Bernstein 算 子 B。 应 用 估计 (3, 28) 得 到 
系 2 对 每 个 EC[0，1 ] ，n>1， 和 h>0 有 


L5. x) -tO < maxi, +- ЈО уа, һуу, 


特别 取 3= ЈО 导出 


п 

ГВФ x)=] < max (1, Lo (t, à а) 
若 1 一 1 得 到 

ERORTERA m A z 


19 > 


其 中 常数 1 是 最 佳 的 。 


s. A3 BVIB SEIS S Rir Bojanic jit 

ИВ Ca, Ы) #7 Са, b) 上 有 界 函数 的 全 体 ， т.ЖВСа, b) 到 自身 内 的 线性 算 子 ， 
且 L,(1，x) 二 1，R。Bojanic 首 先 研究 L。 对 BV 函数 的 点 态 近 度 到 估计 , 设 i{€BV Са, b), 
xE(a，b) 令 


100) — #0.) x<t<b 
gx(t) = t=x 
f(0—fx- . А а<1<х 


则 有 


f(t) = Кызы.) в Со £2) 1х) звп(1—х)+ 


жалко (ко 16:246 ) 


t*x 


tx. 


xw = {? 
因此 有 


[ы x) 一 foit) [< [в.а x) оо L.(ssn(t—x, х) | 


роо О) ра, 1 (з. 29) 
由 此 可 GR, 90122 1.) х) 1. | Le(sgn(t 一 x)，x ) | Ш, (6,, x) 的 
ж. 
НЖНЕМЕЕКИЕЖНИТ, t€ ВУ Са, b) 有 
І. x)= [oaa C, D (3, 30) 


其 中 xE Са, b), їйїк„(х, t) $ t 是非 负 测 度 且 
К 9=1, 
算 子 ,概括 一 类 广泛 的 正 线 性 算 于 ， 例 如 Bemstein 算 子 可 表示 为 


в. x) = | oaa, © x€ Co, 12 
其 中 
0 t-0 
ko 9-{ pao t€ (0, 12 
ки 
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又 如 Bernstein 一 Kantrovich 算 子 P。 可 表示 为 
nt 十 
P.G, x)= | ono f PE! шдаш)к.(х, 9 


ат 
XILGEE (з, 30 ) 的 正 线性 算 于 ， 且 存 在 B>0 和 v 之 1 使 得 对 xE (a，b) 有 
(3.31) 


IL. t—xls, x) = 人 |t 一 xladiks(xz，t < C(xz)nY 


则 说 L, 是 (В, VERR, ИЖ, Br 
~ Ba((t—x)’, x)= хаю , 
р, ((—х)%, x )<&, 
所 以 B, 和 P。 都 适合 (2，1 ) 矩 量 条 件 。 
现在 讨论 |L,(g:，x)| 的 量化 估计 ， 为 此 建立 如 下 引 理 。 
3182. 25 ELA (A, v) 矩 量 条 件 ， 则 


1) Жа<у<х, Ж 
hk 9 < TES (3, з) 
(3. 33) 


1) 对 x<z<b， 有 
. PE] 
f d.k,(x, 9. < vi 
证 明 1) 由 a<y<x， 所 以 对 六 tE Са, y] 有 CL > 因而 


рако 0 < [СЕН exo 9 


"ew. (x-0* ак.» 0) 
C(x) 


[к-к 0 < — Gy 


d Gi» у)? 
其 中 最 后 不 等 式 是 由 ( 3。30 ) 导出 。 
类 似 地 ， 可 以 证 明 ( 3。33 ) ， 证 毕 
3182. 26 #L.8 (В, v) 矩 量 条 件 ， 则 对 妆 fEBV Са, b), xC(a, bA 
Кыса x+ bx 
"S në 
Говь 01 OU x a V _ G) 
E хта t" x-EÉ 
x— y E 
в në 
(3, 34) 


其 中 V(s) OR COE Cu, v) ERARA, М 
M 


C = 2660 mx Су, a xy). 
x—a 


证 明 将 区 间 Ca，b3 分 为 = 部分: (о х-га. 
n? 


в=[(х- га, eer ve эск, ») 于 是 


IL,G(go x )1=1 f, eak 01 
Gat fn + Ji) весовое 9 
АЛ... Ais X) Ass, x) 


当 tEL 时 。 注 意 到 g.(x) 一 0 得 到 
LAG 3 1= fy, lr C) в. ак.» 9 


хх 
т 
< V" G (з. 35) 
MES 
п? 
йл Qe ако D (аах), y=x- Ка, oan 
nf 


Aust DIM g.(Od,k,(x, 0) = f в.С0ал. (х, t) 
由 分 部 积分 得 到 
ОЧИТЕ) 
а t 


II les OI «ав (3, 22) 得 到 


д x1 leo E +] vu (a- ўво) 


由 于 
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y 1 х х y 
С) MN DS $ 


[ x — 
» (x= ot 


x—a 
х i x 

у dt 

KE c ye 


LA DIS 一 SG Vg) + £098. 
а 


n'(x—a)? a 


上 式 积分 中 以 x— XA edt (gsl 


t 
хх вх 
f 3 dt 1 
М) тун г "(cay 
2 n° 1G) G-o6 Тоа)? | КУ уз, (ва 
a 
f 
1 n-1 £ 
*aLyE, У æ 
—x—a 
; X 
k^ 
于 是 得 到 
206) 97147 (Е) (3. 36) 
Га. DI < ES У Mu š 
Е 
кё 
类 似 地 计算 并 应 用 估计 式 ( 3. 33) 得 到 
х+-07х 
эс п—1 к? 
с Бу G) (3. з) 
х 
id C1) =2C GOmax(i s. (6 29» 由 (3。35) 一 (3。37 ) 导出 估计 式 (3。34 ) 
证 毕 。 
特别 地 有 


Ritz, 25 若 LL, 适合 ( 2，1 ) 矩 量 条 件 ， 则 对 YftEBV Ca, b), x€ (a b) 
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D 


"x 
| eh y“ А 
Пв <-> V G2 (3. зз) 
-xz 
x 
证 明 HUPLOGÉG (2, 1) 矩 量 条 件 ， 根 据 引 理 2。25 得 到 ， 对 f€ BV Са, b)> 
хЕ(а, Ж 
x4 BL xix 
(g.) 
一 -一 „з Жыл 
* = ха 
ХИ << 
b—x 
et 
V (g.) 
x—a _ ха 
x= n x Vk 
故 得 
* 
х+®—* C 5 一 
У «ЗУ 5 
x-X-*. _ ы 
Уп X Vk 


因此 估计 ( 3。38 ) für. 
由 (3.29) 和 (3。37 ) 得 到 
82, 31 车 Ln 适合 ( 8，v KORR, ШАНС BV Са, b]，xE(a，b) 有 


IL,Gs, к) GG < ©) E 
2 n' кы 


GO - GO т, (шах, x )+( f(x)— +0) 1 08,, х) 
| 2 2 
(3. 39) 


关于 ( 3。39) 中 最 后 一 项 的 估计 。 没有 普遍 的 方法 可 循 。 下 而 记 论 一 些 具体 的 例子 。 


系 1 ИВ. 是 Bernstein 算 子 。 则 对 斗 fEBVCo 12 和 xE(01)， 
1 ж 
п 2а=0% 
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EI 


| =. B.(sgn (t—x), x )- dear =.) ) в.а» я 


3 1 E 
LGe- Hg eO) Dri (40) 
其 中 
г.(х)= E En (3:41) 


证 明 ”我 们 应 用 概率 论 方法 推导 ( 3。40 ) 和 ( 3。41 ) 首先 指出 与 概率 论 中 心 极限 定 
理 有 关 的 如 下 估计 db CL } sex 是 与 8, 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 ,其 中 0<D5。 < +оо, 
Ab,=ElE,—Et, +, ШЖ 


тах qu. E aja y me 
yen? G7. EE y) -73 
с hf 
Vna b 


其 中 a= E5。( 数学 期 望 ) 。 ь1=р& (2722), Z 


其 次 证 明 ， 对 YxE (0, 1), а> 01-х) 时 有 


| Б рьь(х)— # 一 2 
Inx<k<n bier оле) 


НЕ, ИОНОВ ЛЕН, ГЇ 
Р( =]})=х!(1—х)!7! (j=0, 1), 
其 中 xE(0，1)， 因 此 a= Et, =x, = CD) e ( x39)! , iif. - El £ - Eti] * 


= х) (е 0-37«€x0-3. 


ЗЫ лема ЧЕ ЯВ НЕЯ дал, =: tí 则 有 


P(m.=k) = (R )х+й—х)°7* =р(х) (kan) 
于 是 
E ра(х)= їп)= enx < [nü—x)y 
maap OD m Poser) 0 Lm <J) 
由 ( 3。43 ) 得 到 


P(o — 1 —nx y ах). 


v nx(1I—x) ^ ` 
„Сс M 
TVs br лау. сыш) 
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通过 简单 计算 ， 易 知 
=Í ev ae ТР, < Ll. 


у " H 
所 以 由 ( 3。44 ) 导出 ， 当 n> 1-5) в, ж 


1 1 1 [> ad 
P TUBE: kz ET M үш 
х 
<— . 
Хахах) 
此 外 还 要 证 明 ， 对 斗 xE (0, 1), 0«k' «nfi 
p. (x) < ЕР (3. 45) 
事实 上 ， 由 于 
р (х)= E [263] 
к^-1<Е<К/ 


ЕЕ /!—i-—nx ok —nx 
(G nx(i—x) e nx(1—x) ) 
所 以 由 ( 3。44 ) 导出 


A К’ — ах. А 
у Хахах) t у 1 
| (x)— 2x Decius e Ze 
v/nx(1 —x) 
从 而 有 
—-E-nx. 4 
" Е! Мах(ї—х) t 
p. (x) < у +Í Eisat eT dt 
vnx(1—x) 
НИНЕ ESS SEERPS Á € 
ухх) Мїх/пх(ф—х) ` 2 Vnx(l—x) 


现在 证 明 估计 式 (3。40 ) ， 由 于 
ЕТІ О nx€N 
B.G, x) = Í о 9 Os 9 eco nx=k’ EN 
所 以 对 xE(0，1) 有 


В,(5,, х) =е,(х)р.а/ (x). (3. 46) 
最 后 由 于 
Ge 
B.GsnG—x), х)=( E - E )p4G)— A.(x) —B,(x) 


х<К<ї o«E«x 
п п 
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REB, х)=1, 车 x+ (0<k<n), WA 


В.(1, х) =А:(х)+В.(х)=1 
Zinx-k'€ N, WE 

В.(1, x)=A.(x)+p. (x) +В.(х)=1 
所 以 对 xE (0, ЭЖ x 
B. (sgnCt—x), x )=2A,GO—1+ e, GOpa (x) (3. 47) 
因此 由 (3。43 ) Ж (3, 45), EUR (3, 46) —— (3. 47) 8I. ЯУТЕВУ (0,1), 
х0 1), а> тру Ж 


| Ех) в.( Sgn(t—x), х)+ (0 - OG ув. (ду, »| 
一 | 4695162 GA,G0—1)+(tGO—t(-))e,GOpa GO | 


(ово) 16 + 2.60 IG) — 11 


# (3. 40) 得 证 。 
ЖЕ 02, 31, №02. 25 (3. 40) 得 到 


推论 2。26 对 YfEBV СО; 12, хе (0, 1), Ч n>- 证 Eu ж 


Ж do 
ко) | (XD)! s = 
ipto) aue п ВЕ М кв) 
х 
x Vk 


1 
v nx(1—x) 


3 1 
+Q t(x,)—t(x-)| + GO fx) 一 tO) EET 


(з. 48) 
特别 丧 ， 若 理解 = ПОСЕ 10) 得 到 
1-х 
х+ 
3 3х(1—х) )-! AS 
| в.а, o - 22 CC D rw ao 
| aam 49 
x k 


++} 1х) t(x-)| тя 


应 当 指出 估计 ( 3。48 ) ADEN n- 是 不 可 改善 的 ， 为 此 取 f COE x 一 t| 
(xe Co，1D )， 出 于 对 任何 070ff 


167 


£ kk. dl ( 
ln | LC ( 
es ja "1 m 


«MY A a —x) рабо<ә+ аз) 
к= 


m 


P lk- xl x| Par(x)> 2 >e SR < 一 x| Pa 
Г B 


E £ ES. paG) 
230-9. у (к-р 


因为 
к Ы 1 E(k s 
E CE-x) Pal) e (6 x) р(х) 
> 
<-&(#=@с9=+-\-(ха--вх+а- 7) 
РЕ. кало: (3+ 
所 以 导出 


\ 
i T x ра(х) > 0m. -4 од. 


k=0ln a 
Mais ива 2(=а-®, в (3. 49) 得 到 


+ 
пк _ 5 (x(1—x)) 
m x р(х) < ub 


=G x(1—x) ) 


Wii (3, 50) 导出 


Ga-)! een 
$ Ik. рабо 0—1. xü-9* , 
EAE x) 2 at 8 Q9: 


р раб) 


(3. 49) 


(3. 50) 


(xa). 


FS 
ми, жо LS 有 


E 1-3)* 
ER S) e adl xl, jea n (з. 81) 
n 


16 E 


Т ЖхЕ(0, 1), r= (nx), 有 
в,а), 3) PCED (п) ia impr, 


另 一 хи, ur Y “av= v-u, МЫ (3. 48) 得 到 


x—u 


x 
3x(1— х) 
1B.(f,, x)—t.(x)| < A Ы DE zV (в) 


xk 


Я a(x =) Ban s(x(1—x) ) 


`. n  keivk KI 
Ш (3. 51) 可 见 ， 上 述 估计 式 的 阶 nË 是 不 可 改进 的 、 
类 似 地 有 
X2 ” 设 P, 是 Bernstein 一 Kantorovich 算 子 ， 则 对 六 xE(0，1)， мех 时 有 
> ЕКО PNE GEN 
IP.Gsn (t 一 x) ， x)! < - Z= (3.52) 


证 明 首先 指出 对 xECo，1)， 当 n > үү nudi 


LN E i эй: 
d eS pat(x) 一 去 | < SG, (3. 53) 
< n+1 
事实 上 ， 由 于 
Ë pa(x)= Е р (х)— i p..(x)| 
n n 
<H < x< CHR 
因为 右 端 第 二 个 和 式 至 多 只 含 一 项 ， 因 此 由 ( 3。43 ) 和 ( 3。45 ) 得 到 
| = р..(0х)-+1<1 E рьь(х)— #1 + | £ p..(x)| 
aS x< <! хет 
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D PDA PES 
2 nx —x) 
XX, Hx€(0, 1), dn cedi 则 有 


< 


Р.(звп(—х), x)= um pas(x) 一 i5 pa(x)+ 
` xu ak nti < 
k'+1 
жоно Cf af а oso A -Bd +c. 
nfi 
又 因为 
Psll, х)= E pax)+ Б p.(x)+e.(x)p. (х) 
k>(n+1)x k<(n+1)x 
一 Au(x) 十 B。(x) 十 es(x)pse (x)=1 
Lf? GE Dx€N : 
хе - {1 tl 
Po(sgn(t—x), х)=2А„(х)—1+ге.(х)р.^(х)+С.,(х) (3. 54) 


1 " 
由 (3. 53), жауу М, Ж 


1 1 
1A。(x) 一 к< 


又 因为 IC,(x)| < par’ (х), REM (3. 45) 1H 
1 
1С.(х)1< pa^ (х) < 3 mcm 


ЯН (3. 54) 导出 、 对 xE (0, 1) n>- н. 有 


а= x) 


Ta x)!< dro) а = 
证 毕 。 


现在 注意 到 P。(6.，x)=0， 所 以 由 定理 2。31， 推 论 2。 а у 52) 得 到 


#102. 27 对 YfEBV [0，1]xEe(0，1)， 当 n >- = = 时 有 
1-х 
х+21=х 

рав x) AEDE | сы. уг ad 

Я к= х 
хук 
17+ 3е„(х) " 
+ FU 160.) #601 (3. 55) 
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ВНЖ (3. 55) ЖИЕКТЕ, HER 00101 (хЄ(ө, D) 让 于 
IP. t7xl, 3) B.Cl-xl, x)! 


k+1 
n+1 


«wn E s Í |а Еж] а 


-ktl 
nti 


i k 
<a+D E рабо | k- lar 
k=0 к 
nti 


1 1 
<—1— TH, >; р(х) <— 


因此 利用 ( 3。51 ) f El, “n> сна 时 ， 有 


P.Cl-xl, э) >в.(—х\, 3) 71-2 1 (G=) yt 
另 一 方面 ， 由 ( 55) 可 得 


ем 5—(ха-х))+ 


Я, (3. 55 ) 中 的 阶 是 不 可 改进 的 。 
MENSEM EMONT. 考查 如 下 Lupas 一 Baskakov 算 子 ， 


P.(lt—x|,x)< 


vie s=. Е OD) ый Gs x€ (0, e) 
其 中 a>>0 和 
oo (a=0) 
i (уу 
МР 00 3 n+a (a+(k—1) a) " 
ГТ КАМАНЫ a 
ка фк (а> 0) 


MBV С 0,00) ЖЕ С 0, ) PHEBITI BUE [6] JE] FEE E D КЕЕ, НРУ: (1, x) =1 
所 以 对 每 个 EBV[0,， 吕 ) 有 


| v £s) HG суга, ж) 
T 460) vi? (sgn (1732, х) (по) – 621162. x) vi*(3,,x)1, 


(3. 56). 
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着 是 具有 格子 分 布 { oir! GO } 的 随机 变量 ， 则 有 EE。 一 x，bi 一 D(&。) 


=х(1-+ах), Н 


в, AE кх РЫ GO Qa) (x(1+2(1+a)x ) 


n 
设 { 8 jxex 是 与 5。 同 分 布 的 独立 随机 变量 列 ， Sm Ж 
P(n.=k)= b!š) (x) ^ 


ЮН (3. 42) 导出 
| E ck? -+< 1+2(1+а)х_ 


k?nx vnx( ax) (3,57) 
且 对 k EN 有 
"m SAC ox. 
HOS зух ах. (3, 58) 
记 š 
0 t=0 
О жы (шу Eum 
k<nt 
иж 
vie o= | оак o0 C (3, 59) 


Bios vi* (37, ху= аа, Bibi vi* (ca>>0 ) 是 适合 ( 2，1 ) 矩 量 条 


作 ， 因 此 行 到 
ЖЗ ЯИЕВУСО, ee) Hf(0—0(0) (p>0, t +оо), WAT 


х+ = 
lyla n ^ 
[У (а, < Е V Cg) 
x+ 
A oi Rasen Gio ax) 
db 
VaxüYax (4) d 


证 明 由 于 
m 309. ба) 
Vit (вх) = E Bz(t)ks® (x, t)dt 


173 


ax | +оо 
=f} в(Ок!°! (x, Оа: +5 x(t) ki? (x, dt 
НЫЕ (3. 38) 得 到 
х+_-х_ 
IÑ eR (x да < fran E VU (в.) 
х 
Pp 
其 次 ， 因 为 f(t)=O(t?)( 一 十 ) ， 所 以 有 


Тво к Ge ошо воо) ]; exitos да 


=001) = (К ку DIC 


k>2nx 
注意 到 当 k> 之 ?nx 时 有 
DaO) „ш x e; 
ый (x) k+l ITax 
k 
x t ka) d S Mex _ 
к+1 —— ltax 2(k+1)G+ax) 


К — 1+2ах — 1+2ах (8) 
SEH 2Gltax) S зааю 90) Xt 


* во) (у ы? оо), иж 


Bc ATTI 
ДОЛ ( k ) 


因此 对 x>0 存 在 kx 使 得 当 k >к, 
Hino | «ict 
从 而 有 
Pe) eG) 41-909 190) GD uc) <1 
T 
于 是 当 k>2nx 时 有 
Ву. (x)<Y(x)B(x) 
因此 得 到 
kar РӘ 
D) ых = x 
k>2nx Ca) ыроо кеча ^09 
оо 
А da a ава Ох) (х) 0024872 
= (20х, 


(3; 61) 
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Ваза) 2 š: 
< = тоу zaxl+1 (x) 


Tig Sm, иш. оо 

H (3. 58) 得 到 
-k po 20+ах) @ма+ах)у 
k RA п ) Po < vnxüctax) н” 

由 (3。61) 和 (3. 62) SH (3. 60) 证 毕 。 

现在 估计 ( 3。56 ) 中 的 第 二 项 ， 由 于 

уб, 1 = уе OAK Gs O = c соды Род 
其 中 


(з. 62) 


«o а 
其 次 ， 由 于 

vi? (sgn(t—x), x)=( к = - E ) et? G2. 

х<-К.<+оо <<< 
G2 h(x) - B. G0 

x 

У (1, x) A.GO-FB.GO-F e GO 608) (x) 71. 
BibUXIct€ BV (0, оо), x€ (0, ео) 并 利用 ( 3。57 ) fI ( 3. 58) 得 到 

| fd. vit (sgn(t73), х) ( £60 一 чощ) )vi 0. х) 


|) Qa ,G0— ту (160—106 еъ) Ca 


<(ибкә—-кхә!(+г(а+а)х ) e C9- (значек) IG 7 f() ) 
pru ЫРЫН 
Мпх(1+ах) 
因而 得 到 
推论 2。28 对 YfEBV (0, ео), x€0, ео) Hf(t)=o(t) (p»0, t+), W 
对 足够 大 的 n 有 те 
\ x 
lyo ia- | < nre) ДА W 
У, эд pepe rM Qe 


mx 


x 
1⁄4 


2(1+ax) 3+4(1+a)x 
+o (1) иели); U+ ( Ge C- £621 * (+2(1+a)x) 


+2909 з+иаяадх)нбд-(хӘ1 ) 


1 
Vax Fax) | 
(3. 63) 


估计 式 ( 3。63 ) 的 阶 是 不 可 改进 的 。 


84 逼 近 度 估计 的 矩 量 方法 


4.1 周 期 卷 积 算 子 的 Butzer 一 Freud 量 化 定理 
设 Q 是 实数 集 ， {du} seo 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 ， 其 相应 的 周期 卷 积 算 子 为 
1, она = -1- | t 000 


Bi, (2 sin*5- , 0)-1—a1, 
现在 讨论 卷 积 算 子 LEX, («ps + ) 的 量化 估计 ， 建 立 Butzer 一 Freud 量化 


定理 ， 为 此 需要 如 下 矩 量 木 等 式 。 
引 理 2。27 d (du, } seo 是 正 、 侦 Borel 测 度 核 ， 则 对 PE 〇 有 


(k=1) 


(к=) (61) 


(к=з) 
| -a(4- ze) (к=4) 
证 明 首先 设 k 一 2， 由 不 等 式 
Ux аш (0о<<х), 
导出 : 


ESO! «sj: sin?-t du (t) 
= t esin? =$: í о) а-а). 
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其 次 ， 设 k=1 由 Halder 不 等 式 得 到 

COL Fs S Siea УК fasc) 

S ТИЕ, |, 
ur ал) 

所 以 (4. 1) di), ii) 已 得 证 。 

现 设 k 一 4， 则 有 

i СС < = | Feint а (9 

= «(| а-о) (—еоз20) duolt) ) 

= (a-a) = 30-22) 

=i Ova) Е 
最 后 设 k= 3， 再 次 应 用 Halder 不 等 式 得 到 

[асо < Qc feme co) f7 tano) 
< G-a) Ja- а». 


1-а: 
BiU. CA. 1) 中 的 iii ) 。iV) 得 证 。 
利用 矩 量 不 等 式 ( 4。1 ) 中 的 1 ) ，ii ) 得 到 
定理 2。32 0 (1, ) seo 是 相应 于 正 、 偶 Borel 测 度 核 { dh。 ) seo 的 卷 积 算 子 族 ， 则 


对 f€Xi, Cp oo) ff 
по (1 2) ot vica. (4.2) 
з. Жар, С) ( PE Q ) ию, ВЦ 
LG, д-бд=-1- ооо еба) — 2t Jan 
应 用 积分 的 Minkowski 不 等 式 得 到 
110 - tst ОИ 
<L fo... Оа 
xj. 
对 任意 的 5>0， 并 应 用 矩 量 不 等 式 ， 有 
пе, < ot DE f i+ 4) asco 
<( 1+ £ vica» Jet 8), 
RAR 2 072,2) 得 到 
ие 


li) -tl < ( nem) о. (1, а-а), 
例如 ， 册 于 Fejer 算 子 ce 的 核 (F.) nex 有 


1 1 
"Hb За’ 


В =1-а:. =- 
所 以 由 (4。2 ) 得 到 
ЖІ 对 症 fEXS。 (1<р<+оо) Ж 


Le(D—t ht, SUHD a( t, 7L), (4. 3) 
又 对 于 Jackson 算 子 J。 的 核 {K。} ses 


PEN 


Bi-1-au- p 


所 以 由 (4。2 ) 得 到 
X2 XPVr€Xi.(1«p«coo), ИЖ 


3 
2(а+1)#+1 


LO tuer Doi (е, E), 
记 
"Wosa (k)= {f |f EX}. Ноз(1, O,«2kt* } 
*W,.= U°W,.(k) 
к>0 
其 中 0<a<2，1<p<< 十 ce， 由 (4。2 ) 导出 
推论 2. 29 ЖС", ME 
11-1 12,70 (а-а) (4, 4) 
特别 地 ， 若 fE "Му (к), ИЯТ 
2 Р 
00е КС 1+ 2) а-а) 
Яве То. MR (4. 4) КАН, 255€ * Wo (1<р<+оо, 0<а<2), ИЖ 
lo.(t)—t 15,70 (7$) 
БИН, ЭЧ0<а<, EROM TETUER, Жана, 
Bau СОЕ: Вогет Ж, 4 
mo [| Тама, 


ЗЕЕ Жан а ERES, АНЯ 
定理 2. 33 UE (1, ) oeo 是 相应 于 正 、 个 Borel 测 度 核 { си, } ceo 的 卷 积 算 子 族 ， 则 
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XC *w,.(k) ( 0<а<2, 1«px-roo ) 有 ， 
100) —#15, < kms» 
证 明 ”因为 dh 是 偶 的 ， 所 以 
1G, 3) 160 (воно еба) ого) )àn (9 
因此 由 Minkowski 积 分 不 等 式 导出 ， 若 FE *W,.(k), W 
110-1 bt, < 2 foit Dan GO 


def Tdi (0m kme, 
证 毕 。 
现在 对 Fej'er 算 子 o。 应 用 (4。5 ) 式 得 到 
ЖЗ 对 每 个 E Ww (0<а<2, 1<р<+оо) 有 
O(n7*) 0<а<1 


lo. (0-1 | o(/nt) gui (4. 6) 
O(n^) 1<ач2) 
证 明 ， 由 计算 对 Fejer 核 F,(t) 有 
e (teo, +9, 0a €, 
[MORES ahi 
A (te(o =), о<а<2), 


因此 导出 ， 对 0<a<1 有 


1 
SHEET 


和 
p 5, (0<а<!) 
ре q Fa(t)dt< 
| * (a1) 
以 及 
EH вода < mat 
由 此 可 见 ， 对 0~<a<2 有 
O(n^*) (0<а<1) 
mas= 4 f Е.(0)@ = | о (- та) (ет? 
О(а-!) (1<а<2) 
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因而 由 《4。5 ) St (4, 6) 证 毕 。 
4。2 算 子 下 近 的 Ditzian 量 化 定理 
设 J 是 区 间 I= (0，1 ] ，R. 或 R， 对 f EC(J) 和 h>0, 令 
Айа, ох) е (x) 
Ма, x) = А ‚Аг * (1), x) 
和 


ox, D A omn лусу ГА 21 }, 
其 中 rt, m€ N 
现在 引入 f 的 2m 阶 Stekiov 平 均 ， 


h 
2т{ E Monen 
0 k=1 


пано) (2 )" rer 


«кб tura ) рашаан (4. 7) 
其 中 x 使 得 5 x，x 十 2mh ] CJ, SEA EX 
Геб) ааъ | < ©:=(4, В) (4.8) 


Ritz (x) ECCI) (对 i < 2mfiti2 ,G) € ACQ) )H. 
инш От Cm) EACUS (0, зк) 


<(4т а, в. 
现在 考查 如 下 一 般 形式 的 线性 算 子 L。， 对 f € C(J)， х6» 4. 
L.(f, x) = f; t(Oda.,.G) (4. 10) 
其 中 测度 da,x(t) 适 合 如 下 条 件 ， 对 每 个 xEJ 有 
}, da,,.()-1 
和 
ves) CO ва. < Moon, 


本 节 讨 论 L. 对 C(J) 盘 近 度 的 量化 估计 ， 首 先 建立 如 下 引 理 
312. 23 设 线 性 算 子 L. 由 〈《4。10 ) 定义 ， 若 适合 矩 量 条 件 


Јова C0, 1 2, 2m-1) 
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[Созу O0.) 
则 对 并 8EC*"(J) 有 
I1. 3072601 Btn! (4, п) 
证 明 由 Taylor 展 开 和 和 矩 量 条 件 ， 我 们 有 


2m 一 1 
IG, 00-80014 E Higol 0%, x) l 
i=1 


tal seo [уос чау, 00 


<D) расон 


(m)! 
证 毕 。 
定理 2?。34(Z。Ditzian )  iZL,.J& ( 4, 10) 定义 ， 线 狂 算 子 的 若 适合 矩 量 条 件 
ftans com (i=0, 1，2，…2m 一 1)， 
且 


fy Gaava < 0.2, 
则 对 每 个 :EC(J)， 当 J=R, 或 R 时 有 

пф, 000014 (acri Q3 
当 J=I 时 有 


oas(f，Dsis(x) ) (4.12) 


IL,G, x)=tGO) 1 < ( ма рр. G2)ox«(t, D) ) 
(4. 14) 
ФТ ОВ Fm EG, 
证 明 HARI-ROER, H (4. 8). (4, 9) 以 及 (4。11 ) ， 并 注意 到 
IL. I<KM< +, Pf 
IL. (t, х) к) ISI СЕ Ра) | 十 1f(x) 一 faeys(x) |+| La (2252) x) 
—{за,+ь(х)! 


Mt де а, D+ BR mT „шу, h) 


(nene 0500 CD ost, в) 


TIR (о. 得 到 


A X 
IL, 3) 1601 < ( м+1+- 0977) o. (6 DE бо), 
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因而 (4。12 ) 得 证 。 
К, = ПЕНИЕ Е Ce) SECO, $2 tu(x)=1, f€ (4, 13 E g(x)=0 
HUDEC 0，1 ] 上 是 下 降 的 ， 令 


у(х) =) + t. GO - v G2) (4. 14) 
则 有 
1 вь(х)—#(х)| <o:.(t, В). 
且 
{ны (x) x€ C0, +) 
к= (4.15) 
#1172, G) x€ (+, 12 


而 对 xE Cd, #0Ж 
во) (Css 0071 O00 ) 
2m—1 
00 О) (rs) бон, G9) 909) ET (2 
* (256075 a0 ) won 记 puer, 
an = 
d (4. 9) 得 到 
иен 0 (02000-00870) О) 
<k пе оороо, GO(1— 00) 
LEP Сх) С) 1 riis 0L Qv (9) 
«т. в) 
Xig к= „ШИЛ, В, 则 有 


2m—1 k 
Ini- E (2 (ибо ны, "weno (O| 


2m 一 1 om i 
wx QE) CE -re ) | 


由 于 对 k=2m 有 
вов 
Krona)" ота) fem fem 
Diura (f, x)duidus, c duis -6D (Ey) 
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в 


{7 Axim u 
gm f BmTu waue (f xda, dura) 


KRAE Оооо, Ада, m AVAIT 0), x). 
в 
Я h h 
s-e = [P585 pau (f Ddu duza | 


„| jm. Pa. um C* x)du. "dui. t >л 


«m) ло. (ү, 29ка), 


类 似 地 有 
h 
x= бед Jm. fm Ate arias СЕ x) dui duis | - 
<(2т)* za. (41, 3m—kn) | S. 
因此 得 到 ба 


Ini <a E 2m уд) (8, h) 
Kht! 2K(4m 1)", =(4, В). 
FENECH ЮЖ 
irem o0 | < (a) 26 Gm Joc. һу 
Жш (4, 9) Fl (4. 15) 得 到 ， 对 xEI 有 
| pP? 0016 (C) AE Gm Doi, В) 


Timid (4. 11) 导出 ， 对 x EI 有 ` 
Ты. х) О) < IL.(t—Fu x)|+ Ио FiGO ELE Qs x)—F,(x) | 


<( eie (am)? ec Gm 99) P500 озна» №). 


b һ=(р.(х))®* 得 到 Е 


„рш 


it. (5, 30-1601 < (M+1+ mr L FLD. ** (Jors (t, р. (2) 


其 中 т » БЫ (4. 13) 证 得 


注 记 1 Ажу, иже 
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h tidas (x (i20, 1, 2, -2m-1) 
可 用 如 下 条 件 代替 : 
Jy 22.018 f y 6722... (070 (imd, 2. 2m—1) 。 
12 当 m=1 时 ， 利 用 引 理 2。11 和 引 理 2. 23 定 义 的 Steklov 平 均 ftx(x) 代 其 定 理 证 
明 中 引入 的 Steklov 平均 类 似 地 讨论 得 到 ， 对 xEJ 有 


11.5 х) G) |< MES. o. (s, р (x)) SO Е 
这 也 可 从 推论 2，20 导 出 。 
现在 讨论 .不 适合 秆 量 条 件 ， 即 『 баа. (нь 2, —2m—1) 的 情 
况 ， 我 们 有 
жаг. зэ {йй (4. 11) 定义 的 线性 算 子 ， 若 | ) da,x(D= 1 和 
f (t—x) da, (=R. (x) Ciel, 2, 2m-1) . 
в. (x)=o (1) (059) В 
f, G= avan < р.б) 
则 对 每 个 EC(I) 有 
1L。(f，x) 一 tx) | < em. (е, Па.) со, (6. R.GO 2) 
(4. 16) 


2m-1 = 
Jbn.G) =DvCO+K Е к.н} С, КАЙА Р ЕВ. 


证 明 为 了 利用 定理 2?。34， 需 要 构造 一 个 形 如 ( 4。10 ) OBERE TAS 
Aslf, х) 一 Г, f(t)dp.,:(1) 


使 得 | y aBa (O= 


А(а-юь x)-0 G<j<2m-1) 
H 
fy (392v. con. GO 


IHV = fac Bess | 为 此 ， 当 J=R*，R 对 x>0 或 当 J= ЖЕ (0,4, 
令 
ә = зав. ОА, („уу Ge x) 
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TIL ЖхЄ (+, 1), 4 
Lut, x)= ср": sgnR., (GA is art x) 


由 计算 得 到 
Lo, (4-х) к) = -R4G) 


而 对 i<j<2m 一 1 有 
Lo (а-юь x)=culR., 1 GOsenR, GO 


ЗОРСЛЕКЙ Fi, jns хее. 
为 消去 对 j 一 jj 的 影响 ， 我 们 加 上 算 子 


Een 


Lasivin(fs x)= sgnR., i(x) ^h. хо м (x) 


(对 J]= Co, 12 хе (去 ，1) 可 类 似 处 理 80834 <j Сот 10H17 


; j 
Lopou(t—0P*  х)=Сьин: | Ва) sgnR. (x) 
类 似 地 ， 为 消去 对 j=): 的 影响 ， 我 们 将 加 上 算 子 ,41,145;:(f，x)， 由 归纳 法 可 -- 般 地 定 
ХТ х), Ж 
о а)", x) 9ConsasinRaco IR.CGO [$ 
定义 
шөт, ху Chine овак, GOAT (у, х) 
(I= C0,12, x€(+, 1) ЖМА 80), 这 样 可 定义 


А. x)=L.(f, 24. E NW E Бир» x)) 
1= IKi«ji«-«h&2m-1 


Жайнак SARERA АНІС) Kj 2т- ЦИЯ 
H TW TA, WRES 
1А. EIN Qa Ici, jio d d 288 
T iic e ml m 
所 以 对 应 于 A。 的 测度 48。-(t) 具 有 有 限 的 变 差 Vsyz(t) 即 
VD = fie Bees CO Eom 
нж 


184 


2-1 за 
Ја-у. „о oo E {тво rt 
š i=1 


+ 2 Cis LH ROO roi sa) 
1<1<1:<--<<2т-1 


ежи аб Рл, MUA 

| бао, s Op Ge E" їв„ (о)! VDR, со) 
因此 由 定理 2，34 导 出 ， 对 每 个 :EC(J) 有 

lA.(t, хх) < Соз (6 Re 018) (4. 17) 
由 于 

IL. (s, ONS үре: (Вико re) 


和 


Ишине, I< Col (ү, Тва) 


«ПСА gh- (у, вв n), 
ЭРЫ CA, 17) 导出 (4。16 ) ， 证 毕 。 
例 1 设 P, 为 Bernstein 一 Kantorovich 算 子 ,由 于 PsC1,x)==1,P (tix) 25 
和 


P.(G— x), x)= X02 обата) 
MUR =- рту Bud 


А.({, х)=Р.({, x)—sgnR. (x) A R. Kt, x) 
=Р,(1, x)—SgnR. (x) Є (х+1 n46))-162), 
HESERRSIALQ, x)90, — As(t 一 x，x) 一 0 和 


A.(G—x)*, х) EX x)—ssnR.G)! Ra (x) l* 


=) sgn, x) ( а о 


< +4 (1-2 )0 одату 
记 
185 


n.) = ХО (1528) обаа) 


< xü-x) L. 
n n? 
其 中 L<1， 因 而 由 定理 2。35 得 到 
系 1 对 每 个 {€E [0，1)， 有 
(de х)-109)1< мо, (600-0 + Eat fax) 
! 02 WEStXpSzasz—Kantorovich T, ВАНЕССО, ee) 
s х) = вв, x» FGə= |" Ко x 


其 中 8, 是 Szasz_Mirakaian 算 子 ， 由 于 5.'(1, х)=1, 5-ю x) = 也 - 和 


' S(x) x)-X- 
所 以 有 R(x) m в. = Tes lal. инж, 354631 
Ж? X44CCCO, 9), x€ (0, о) 有 
15200, x)- 1691 <Mo:(f, Xe ot 2) 
ЙЗ ШУ" JuBaskakov—KantorovichTW-T, ШЯНЕС(, ©) 有 
vit, х) ves x), Eoo [о Ош 


J Vak Baskakov To ШТУ, m Уа х) Кр = Я 


Ve (Ct—x)’, x)= ха++ A. 
Иа, n G0 КО +в. iG) OE uL, gu 


定理 ?2。35 得 到 
ЖЗ 对 每 个 EC (0, 0) , x€ (0, 9) 有 


ү: 3071601 Mos (в 2 TELI) +o (s, CE +2)) 
最 后 指出 Z、Ditzian 量 化 定理 也 适合 于 非 正 线 性 算 子 逼 近 的 情况 。 
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第 三 章 ” 通 近 精度 与 送 定理 


81 算 子 逼近 的 精度 分 析 


1.1 通 近 度 估计 的 精确 性 概念 


设 X，Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,其 范 数 分 别 为 1 fx， 人 1 。U 是 X 中 的 稠密 线性 集 且 有 
38 Ho, 3$ { Re } ex 是 X 到 Y 内 一 致 有 界 的 次 线性 算 子 列 ， 且 存在 p. 一 > ;使 得 对 每 


个 gEU 有 

1к.вЇт<С:ф. lgl v (1.1) 
则 对 每 个 EX 有 

їв. Ко (еф) (1.2) 


Мауро Эе, ЖЕЙ ЖЕ ИЗИ 1.2) 精确 与 否 呢 ? 明显 地 ， 若 存 
在 f。EX 使 得 (1,2) 等 号 成 立 ， 那 末 估 计 (1.2) 当然 是 精确 的 (或 不 能 改进 的 ) ， 但 是 ， 
这 种 f, 一 般 并 不 存在 ， 因 此 需要 引入 其 它 的 精确 性 概念 。 

d o(t) 是 连续 模 函 数 ， 即 o(0)=0 Ht <t A 

0xo(t:) —o (ti) &o(t: 61) 

记 
Xo= {ffEXE Ku(f,t)x=0 (o(t)) }. 
由 (1.2) 对 每 个 EX。o 有 O ` 


IR.t|v=0 C о(ф.) ) (1.3) 
车 存在 f。 EX。 使 得 
Гв. 1 о Со(ф.) ) (1.4) 
或 
IRsfoly>Co(p.) 
则 说 逼近 度 估计 (1.3 ) 是 精确 的 。 


应 当 指出 ， 若 o(D/t 一 十 co Cent) 或 Sa- 一 十 co， 骨 对 每 个 gEU 有 
IR-gly—oCo(p:2) . 
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事实 上 ， 由 于 gp。 一 0*， 所 以 可 设 0<gs。<t， 因 此 由 连续 模 函 数 的 性 质 导出 
Q(t)/t<20(9:)/9: (1.5) 
#g€U, Ин (11) 有 
IR.gly<C.l sup. 
ЯЖН (1.5) 得 到 
в «c, leh -ty Sci lk И 
从 而 当 t 一 0* 时 (因而 pm。 一 0* ) 有 
1Reelv=o(Co(w。)) 
可 见 foEXNU 
当然 关于 逼近 度 估计 的 精确 性 ， 还 有 一 些 其 它 的 街 量 标准 ， 例 如 建立 道 定理 以 及 各 近 
等 价 定理 ， 我 们 将 在 下 面 几 节 分 别 予以 讨论 。 


1.2 逼近 度 估计 精确 性 的 充分 条 件 


为 了 判断 各 近 度 估计 的 精确 性 ， 关 键 是 研究 怎样 的 条 件 下 ， 确 保 fe 的 存 在 。Dickmeis 
一 Nessel 应 用 滑 峰 法 ( The gliding hump method ) 给 出 f。 存 在 的 充分 条 件 。 即 

定理 3.1 ( Dickmeis—Nessel) 设 X 是 Banaeh 空 间 ，Y 是 赋 范 线性 空间 。U 是 X 内 的 
稠密 子 集 ，o(t) 是 连续 模 函 数 且 


M а) 


35 CR. } sex 是 X 到 Y 内 一 致 有 界 的 次 线性 算 子 列 ， 且 存在 (h. } exCU 使 得 对 足够 大 
的 有 


1) lh. <Ci 
п) оС." (1.7) 
п) 0C Ci IReh. ly 

其 中 ms 一 0+ (п +оо), WEE EX。 使 得 
IR.f.iv*0 o(9:) ) 

证 明 采用 反 证 法 。 设 对 YfEX。 有 
IR.flv=o( о(ф„)) 

其 中 ma 一 0+ (n 一 一 co ) 、 从 ntE N 出 发 选取 自然 数 子 列 (п, } CN 使 得 

и )о(ф.,) < 


о(Ф,) E 


о (фа) 
1 об) 
М) v. ЕЯ т") 

alpa) 


M) Ra loon < GGO (1.8) 


1 
2 
k. 
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k-i 
iv а: Е о(ә. 0. CU, 有 
ј=1 


IR gi =< Soo. 
98, EAV ) 一 iv ) № (n) ex 是 存在 的 ， 例 如 /7) 是 oCgs) 一 0Cn 一 oo) 保 证 | 
п) Ji 22 co ( noo ) 保证 的 ,111 ) во Ср.) —0(а—+ =) 保证 的 ， 


v! ) 是 由 -9CD -一 十 ce 和 反 证 法 很 变 保证 的 。 此 外 还 可 假设 pk 10《 k 一 十 oo ) 。 


现在 取 
f= E o(g. ) ha; 
ј=1 


H (1.7)1) f (1.8) ) 得 到 


| нь < EO ) ins lz 
Dn > zr iti eoo 
je 


因为 X 是 完备 的 ， 所 以 f, € X。 
最 后 证 明 f。 € X. H. 
IRs (fa) ly o о(ф.)) 
事实 上 ， 对 tE (0,p。, ) 存在 k 二 k,€ N 使 得 
95, 52 


因此 有 
op.) 


Ф 
所 以 由 (1.7 ) 0 (1.8 ) 得 到 
Ко ( fos t) х вав o 


(o) et) s. 


k 
<I E, обаа E обр. ЭВ» [о 


ы = › ( k—1 o(g.) я СЮ) ) 
eil alpa, + E гэд 
SCio(p, )+2С: + == 


^ 


X2Cio(t) +2С:0(0) 22(C i C2)0(0 
即 得 f。 EX。， 又 
fo=o(9s )ha +в, 0—8) 


189 


所 以 由 《1.8 ) 导出 
IR. fo l2 Rs, Соб Jha, ) 1—18. n-ily 
в. loc lo—glx>o(9 JIR hs, lr 


Cs ex s 
— S oC. ) - Itl oon tagli 


olp. 


PCs0 (p) < olp) г $e. 
m 


>с: (11-е (9, ) 
因此 得 到 
证 毕 。 
注 记 1) 为 证 明 f。 Єх., Ж (1.7) 1 ) 是 必要 的 ， 若 注意 到 条 件 (1.7)1)， 则 
ЖИ (1.7) 0) 可 用 如 下 较 弱 的 Bernstein ARERR E: 
lb us coz Ih. lx (1.9) 
2) 从 条 件 (1.7 ) 1) 和 ii ) е, ив. LESER H 


К 
Ithon В. >-©+- 


3) 从 条 件 ( 1.7 ) 0) fi) 断定 ， 
Ви) һы] 
由 此 可 见 ， 要 得 到 精确 的 估计 式 ( 1.2 ) ，Jackson 型 不 等 式 ( 1.1 ) 是 能 减弱 的 。 


车 对 f EX 。， 我 们 引入 半 芒 


it „=5чР K Dx 
° 1320 o(t) 


IRsfoly жо Co(p.) ), (п-ео ) 


我 们 有 
推论 3.1 设 { R。} .cn 是 X 到 Y 内 一 致 有 界 的 次 线性 算 子 列 ， 且 适合 条 件 ( 1.1 ) 和 
(1.7), ， 则 存在 正常 c，C。 使 得 


Lim iR.fly 
co<Sup dre t 
ex iti VCI )хс.<+=. 


证 明 由 (1.2) 对 YfEX。 有 
IR.fl, &C:Kc C94 ) x&Co Cg. ) 
mp Hes ec (erac, Шо 
从 而 得 到 аа, 
o< EPa A «в. }<с<+= 
其 次 ， 由 定理 3.1 存在 t. EX. 使 得 对 око (t, t) x<Co(t), В. 
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cy 


[вто (о(фа) ) 
所 以 必 有 ”0<| fo| .入 C< 十 co， 又 因为 


їв. tls Sio Co, ) 


故 得 


证 毕 。 

泛 函 分 析 中 的 共鸣 定理 推出 : 若 对 Banaeh 空 间 和 中 每 个 有 1Refly=O( 1 ) ， 则 有 
1Reltx,m=0O( 1 ) ,人 们 自然 要 问 ， 若 对 每 个 EX 有 IR,fi,=o( 1 ), 关 于 1Reltx.vm 有 
什么 结论 呢 ? 我 们 有 

定理 3.2 8 (в. } sek 是 X 到 Y 内 一 致 有 界 的 次 线性 算 子 列 ， 且 存在 ha} exc URI 
gs 一 0 (поо ) 使 得 对 所 有 n EN 有 

1) Тас,» 


п) Та оС!» (1.10) 


D) ев СИ вах 。 


若 对 每 个 EX。 有 

IR.fly-oC1) (1.11) 
Ш 

ө (pa) Га. [хз =0(1) (1.12) 


其 中 连 续 模 函数 o(t) 适 合 条件 (1.6 ) 。 
证 明 采用 反 证 法 ， 设 
oo) Igeli v eo (1) (n-99). 
记 Re=o (pa) Rs， 则 有 


Гау wo (1) 
因此 存在 子 列 { ns } 使 得 


IR, kon >c>0 
所 以 由 (1.10 ) ш) 导出 
їй. bs Leo Cos, ) 18. be ly 
>С: IR, Нхю> Cic>0 
可 见 对 了 列 { Rs } 和 Cho, } 适合 条 件 ( 1。7 ) 中 1 ) 一 iii ) ， 因 此 由 定理 3,1 断 定 存在 
fo。 EX。 使 得 
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Їй. Нико Собр) 
从 而 有 
во (1) 
与 假设 矛 质 ， 定 理 证 毕 。 
iig 对 ob 一 Const， 有 .一 X， 虽 然 o(D) Солин Н, ЛЕЕ 
是 经 典 的 共鸣 定理 ， 所 以 o(t)=Const 可 视 为 定理 3.2 的 极端 情况 。 


1.3 应 用 举例 


为 了 论证 需要 ， 首 先 建立 Bernstein 不 等 式 。 
引 理 3.1 若 T。 是 n 次 三 角 多 项 式 ， 则 有 


Іта в ЗАТ», (1.13) 


其 中 1Sp<+o 
证 明 由 计算 得 到 


" Й x n z 
To= | PG? X созсо )a 
微分 导出 
Em л n 
тд = [то 2 2 ksinkt ) dt 


利用 正 交 性 得 到 


=} 
E Joco C E панаа) 1) dt=0 
所 以 有 


по Е | r0 @ > рО) 
T' (x) =;— Ta(x+1) (2 E ksinkt 十 2 E ksin(2n—k)t) dt. 
LI к=1 к=1 у 


=1Í 7 тоозы 

=) „Т0 t)2rsinntF,- (t)dt 
其 中 Fe(t) 是 Fej'er 核 ， 因 此 由 Minkows ki 不 等 式 得 出 

z 
низ ol. frr cols веда 
TTE. 
证 毕 。 
由 于 Ts 仍然 是 n 次 三 角 多 项 式 ， 所 以 由 归纳 法 和 引 理 3,1 导 出 。 


推论 3.2 ”车 T。 是 n 次 三 角 多 项 式 ， 则 对 每 个 :EN 有 
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о Отата, а.м) 


кон, 采用 更 细致 ( 但 仍然 是 初等 的 ) 论证 可 得 到 : 若 T. 是 n 次 三 角 多 项 式 ， 则 
ИТУ» SPIT! p 


等 号 为 Te(x) 一 sinnx 达 到 。 


设 o(t) 是 连续 模 函 救 且 
Sup olt) -+ 
#>0 t iá 


ЖКХ =хї„ ( 1<p<+eo ) ， 则 由 定理 2。1 可 知 
xt = (tie xt.BK.(6,0,=o Colt) ) } 


= {єх Но ыд»,=о (об) } 


应 用 定理 3.1 得 到 
系 1 设 S, 是 Fourier 算 子 ， 则 对 每 个 fEX2， (1&p& оо) ff 


154—1, =0 ( o(n`')inn ) (1.15) 
Hilp=1, соў, € X7, 使 得 


IS.t.—t, lx£,*o Co(n7*)Inn) 
可 见 估 计 式 ( 1,15 ) 对 p=1，< 是 精确 的 。 
证 明 Єх, ТСХ) па 


Jf ESR. 1192. РМ 
END 17.01, =0 Colt 1), ) =0 (ola) ) 
由 于 Гр. а, 其 中 D。 是 Dirichilet 核 函数 ， 我 们 有 
154—1, «IS. (1—Т.)1,„; HIT p, 
<(ID.l, +1)IT,—!t1 p 
R 


X(Innt1) ЕЁ), 
从 而 导出 估计 式 (1.15 ) 
现在 证 明 当 p=1，co 时 ， 估 计 式 ( 1.15 ) 是 精确 的 ， 这 里 只 讨论 poco 的 情况 ， 而 
?一 1 的 情况 是 类 似 的 ， 为 此 在 定理 3,1 中 取 X=Y 一 Ci-，U 一 Ci 和 
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Sai 


Re 一 na 


其 中 工 是 恒 等 算 子 ， 由 于 1S|= ID. Jln, 所 以 对 Ce (0, 0.) ,存在 f, ec В. 


iftalcz:=1 使 得 
15.4. 1c: 2C" Inn, 
Жу, ЛУ! ee 一 Poussion 算 子 ， 记 hs 二 Va(fs)， 则 hs 是 次 数 <<2n 的 三 ASAR, TUN E 
明 (b. } 适合 定理 3.1 中 的 条 件 ( 1,7 ) 。 实 际 上 ， 有 
DD 由 于 iV.1<3 所 以 
Тен = У. [сх ЗПУ И. 133. 
11) 5183 L1 ( Bernstein 不 等 式 ) 有 
lha] v= fh списал" 
BiU. m n7 
П) F Sha mS. V.f.— S.f., ВЫ 


1 
Пав, Іса = р ее ha [сая 


1 
> pp (19981-0) 
> 局 (CInn-3) >С,>0 
n 


因此 由 定理 3 .1 存在 fo。 ХЕ, (poco) 使 得 
15.6. 12. %о ( о(п^')пп ) 
证 毕 。 
从 $ 2.1 例 1 得 到 如 下 Jackson: 对 每 个 :EX3, (1<р<+оо) 有 
ENH, =0 Co (t,n7);) P (1,16) 


“应 用 定理 3.1 可 以 证 明 估 计 ( 1.16) 是 精确 的 ， 
我 们 有 : 


系 2 对 每 个 EXs, (1<р<+о), 有 
E:(f),=0(@(n-')) 
且 存 在 f。 ХУ, Cr р oo ) 使 得 
E:(f.), о (о(п7')) 
证 明 ”在 定理 3,1 中 取 X 一 X3.，Y 一 R，U= W; 和 次 线性 算 子 Rs 一 E:(,)。 以 及 he(x) 


一 cos nx， 可 以 证 明 对 { R.) 和 Ch. } 适合 定理 3,1 中 条 件 ( 1.7 ) EXE E, A 
194 


DEEST 


и) 由 Bernstein 不 等 式 ， 有 
1 Ihs] u= ihi £x t, nt. 


DES 
IRehely= ам = Ef) 


因此 由 定理 3.1 断 定 存在 f, Єх, 


Е:(4.) жо (on ')) 
证 毕 。 


82. 周期 卷 积 算 子 逼近 的 逆 定理 


BI (1, x) = (ї.ад„) (х)Ж xš, (1<р<+оо ) 上 周期 卷 积 算 子 族 ， 若 da, 


(0€ Q) 是 正 ， 偶 Berel 测 度 核 ， 由 Butzer 一 Freud 量化 定理 新 定 ， HEN EX, 
C1&p&-oo ) f$ 

IL, (ОНА, 70/0; (ta) ) 。 ), 
ЖЕ, "4r€*w,. (0<a<2) 时 有 


пс d, m0( (1-а) 1) (2.1) 


НА Ежи fr EAR Eha, SICXt, (1<р<+оо) 且 适 合 估 И 式 
(2.1), Wit Є W, Hio ЖАВ ИРИ Е НН, ВШ Z 同 Ж 
型 的 条 作 和 论证 方法 。 

2.1 经 典 的 Bern stein 方 法 

V CS] ео X5, (1 poo) ERU rik, ERN pio ps € ORI EXEAT 

I (Is) C) 71, (4) (£) 
JURE (12) eo ETERN, Litol) 1 十 co(p 一 po。) 且 存在 pe1 (或 | ) оо (ке +оо) 
使 得 


Sup @(0..:) 
к>1 glp) TESH (2.2) 


LIIS NES E M 
283.3 0 (L) ко хи, (1 poo ) 上 可 交换 的 卷 积 算 子 族 且 存在 适合 条 
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# (2.2) р (р) SEXE Tg EX t, Bernstein 型 条 件 
I Cg)l.«&co'Cols! , (2.9) 


其 中 C 为 正常 数 。 车 f EX2, 且 对 0<x 2A 
Ir, Ct) –#1,=0 (pC) ) (2.4) 


则 对 tE (0,1 
则 对 tE (0,1) 有 oc) (cac 


0: (1.1) 710 (tnt ) а=? 
t 
特别 地 ， 对 0<<< 2 有 fE"W 。。。 
证 明 р, Ти (k>), id 
О.(х)=1, (tx) 


UL, (f,x) 一 L (fx); (к>3) 


因此 有 
п 
| X 0-1,0 (n9) 
к=2 
所 以 
t(x)= E UG) (ase) 
=2 
因而 对 h>>0 有 
m E 
IADS E ЛА + E ада, 
= k=m+1 
其 中 m 是 待定 的 。 


H (2.4) 和 条 件 (2.2 ) 导出 ， 当 k>>3 时 ， 有 
ои, (ei Hi 00-6 


<В, Co^ (o o^" (-))) 
<B, (1+К* ) 9-* (оь) (2.5) 
其 中 B。 是 正常 数 ， 又 由 可 交换 条 件 ， 当 k 汪 2 时 有 
U(x)=1 (f=, (t), х)—1„_,(4—1„(6)›х) 
因此 由 Bernstein 型 条 件 (2,3 ) 和 ( 2.2 ) 导出 
Бо (G-L (b, Im рет, (Ol, 
" zn it ` 
SB, (о), ,()—11,9* Coi-i) 10, (2710) 
<В, (фо) Ci ) to (i Do (0) ) 
<c,(e(0.) ) 27" 
其 中 C, 是 正常 数 ， 所 以 当 k>>2 时 有 
IARC LEN U^] KCh? C Co) ) 1° (2.6) 
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于 是 由 (2.5 ) f (2.6) 83), XxIh 0f 


m E 
IAE) KCh? E o** (&)*4 Xx [Ul 
k=2 k=m+1 
m E 


<c; (h? E gH- о) + 97*(0) ) 
к=2 k=m+1 


所 以 对 0<h<t<1 有 < 


т E 
о (0,00 (0 X KI)+ Я KU) 
k=0 k=m+1 
E | а EUG +K,  о<а<2 
=c? 
tim+K- (e+e а=2 
ЖС ДЛЕ, НТК», МАНЕ (0.1) 存在 mE N 使 得 
kie 
因此 有 
10(t) 0<а<2 
о: (fst) "i 1 
okèn) a=2 
DIO 
作为 定理 3.3 的 应 用 ， 我 们 有 。 
Ж! 设 J, 为 Jackson 算 子 ， 涯 fEXi. (1 适 p 生 十 co ) ， 且 对 0<a<2 有 
1 一 fb=OCn) 
则 f € Woa 
证 明 由 Fubini 交 换 定理 可 见 ，Jackson 算 子 列 { J。} se 是 可 交换 的 ， 又 因为 J,( в) 
是 次 数 夺 2n 的 三 角 多 项 式 ， 所 以 由 Bernstein 不 等 式 得 到 ， 对 每 个 gE X5, 有 


(В S4n*] Jg) lean? Iglo 
所 以 取 p(n)=n， 应 用 定理 3.3 得 到 f €*W 6。， 
站 合 第 二 章 $ 4.1 系 2 得 到 Jacksen 算 子 的 逼近 等 价 定理 。 
系 1 设 J 为 Jaekson 算 子 ，0<a<2， 则 如 下 命题 是 等 价 的 
i) t€*w,o 
н) 12.00) 0 (n° ) 
对 于 Fej'er 算 子 c。 我 们 有 


Ж2 设 0, 为 Fej er 算 子 ,车 f EXi, (1<р<+о) 且 对 0<a<1 有 
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lo.(—-t1,7 0n) 
则 f EWobe。 
证 明 由 Fubini 交换 定理 可 知 ，Fei’er 算 子 列 { о. ) 是 可 交换 的 ， 又 因为 对 每 个 
g€ Xi-，os(g) 是 次 数 入 n 的 三 角 多 项 式 ， 所 以 由 Bernstein RERA 
Пон (в) 1, по, Cg паь 
РЕ р(п)=п, ВНЕ 3.3 得 到 fE "УУ... 
结合 第 二 章 § 4.1 系 1 得 到 Fejer ИРЖИ Bo. < 
系 2 Во.» Fejer 算 子 ，0<a<1， 则 下 列 命题 是 等 价 的 。 
DTE"Won 
n фо„(—{1„=О(п-*) 
对 于 Vall ee 一 Poussion 算 子 Vs， 我 们 有 
ЖЗ 设 V, 为 Val'ec 一 Poussion 算 子 ， 若 EXi. ( 1 poo) 下 对 0< а <24 
TV 一 人 ?一 O(Cn ) 
则 r€... 
证 明 ”因为 对 fEX8. 有 


z 
vaD =t | tavo 
-x 


зо (005 f 20055 ) ** 所 以 由 Fubini 交换 定理 可 知 Vall ee 一 Paussion 算 子 


Я] { V.) ex 是 可 交换 的 。 НЕМ 但 是 利用 Bernstein 不 等 
式 建立 的 Bernstein 型 不 等 式 并 不 能 由 定理 3.3 导 出 系 3 的 断言 ， 因 此 需 作 适 当 的 改进 得 
9], HEA s€ x: Ar 


ТУ!(&)!›<п! В ь 


事实 上 
n 
уво) #00005 E ЕТАР А MOM 
n ^ 
Vi ((в,х)=— E k'aag(k)e'* 


kn 


(n): 
ооо BOE TERRI 


k'aaí—n'(2,,—8,-15) 
因而 有 
п ^ 
Vi (gx) =n E (ава, ав )в(К)е!!” 
k=—n 
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= п? C VG) - Vea (ox) ) 


а Јао) Gone 
注意 到 
n? ( v,G(t)—v,- iQ) = 于 vt) (1— cos t) — ру, (O) 


d vi (gx) eL f^ s t) (ves Cem) = (0) at 
利用 Minkowski 不 等 式 得 到 
Печь (а 00 Crime t) + v0) а 
p" 


= (а-а-а) + 号)ialv=nlsl， 


Wiifiip(n)—v/ n 应 用 定理 3.3 得 到 fE"W。。 
结合 本 章 $ 1.3 系 2 得 到 Vall' ee 一 Poussion 算 子 逼 近 的 等 价 定理 。 
系 3 设 V, 为 Valie'e 一 Poussion 算 子 ，0<o<2， 则 如 下 命题 是 等 价 的 
1) Є", * 
п) Iv.) ,-0 (т). 


应 当 指 出 ， 在 系 1 BURG! ) 中 a 二 2 以 及 系 2') 中 1<a<<2 的 情况 局 于 饱和 性 问 题 我 们 
将 在 第 四 章 讨论 。 

2.2 Becker 一 Nessel 方 法 

об) Ж (0,оо ) йж Но(0) =0, Е аго ў ААО. <t. 
ж 


E есь 22. (2.7) 


则 记 оЄФ., ЯМ =t EDan 
首先 建立 如 下 引 理 ， 它 对 Becker 一 Nesse] 方 法 是 关键 的 。 
引 理 3.2 (Lorentz-Hermann) 设 Q(t) 是 (0,a ) 上 单调 函数 ，oEge， 若 存在 
r>a 使 得 对 Yh,tE (0a ) 有 
QW EM +00) (2.8) 
则 有 
QW=0 (0(t)) (2.9) 
证 明 ЖЖА>ИЕВА“°“>2МС., dd 


Mi=max( QF + 2MC«A*) 
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һы=аА!-* 


地 一 = 下 <1。 首先 我 们 证 明 对 mE N 有 


Q (h.)<M:oe (ha). (2.10) 
EXE, "Mm-—IBPÉ 

© (hi ) =Q(a)<M:o(a) 
НЕЕ (ш-1) 成 立 ， 即 有 

Q (ha-i ) &MioChs-i) 
取 h=h。，t 二 ha-;， 应 用 条 件 (2.8 ) (2.7) # 


Q Ch.) SM Co(h- (P) 00.2) 


则 


<м(ейы-)+(-ы"—) Miolh 
«мсье Mic. Cj)" ")o Che) 


<M C CsA*-FMC«A t ) o (ha) 
<Mio (ha). 
所 以 ( 2.10 ) 证 得 。 
其 次 ,对 +E (о,а) 选取 m € N 使 得 
ha&t«ha-: 
因此 由 单调 性 和 (2.7 ) 得 到 
Q(0&Q (ho- ) €MioChs-:) 


«м, (Ae “сло ( ba ) 


"Marco M oq) 
所 以 有 Q(t)==O( w(t) ) 证 毕 。 

特别 地 ， 取 o(t)=t* (0<a<r ) 得 到 

推论 3.3 (Hermann) 8000) (0,2) 上 单调 增加 函数 ， 若 对 斗 hy t€ (0a) 
有 

©) <м(+(Ё) 1000) 
Wifio-o(*). 

应 当 指出 ， 从 引 理 3.2 的 证 明 可 见 ， 若 一 r 上 述 的 证 明 无 效 ， 此 外 ， 若 a(t) 是 连续 
ЖЖ, H (1.5) 式 可 见 oED:， 因 此 对 任何 a70 有 o。(D)=o"(DEgo, 且 对 0<t<t: 
有 Ё 

Фа(2) —,.0«(ti) 
t <2 d 


206 


h 
2 


Ж{ЕЗИЄХЇ,„ ( 1& pco ) fll h>0 引入 二 阶 Stekiov 平 均 


far (x)= E IE ( x+s+t ) dsdt 
-h 
2 


h 


2 
fa ©) =аа Í [A.C rx ) dsdt 


Ih 
2 
和 


= 全 
因此 得 到 


Па ооз (В), (2.4) 
Let, < 9203805. (2.12) 
Ба аскыр ИТТ Е ЯЯ] 
3.4 (Becker—Nesse]) №0(6)1 +оо (о-о, ) HEP} (HI ) Po 
(k 一 十 oo ) 使 得 


Sup @(P..) = 
КЕМ өш” CSH 


(2.13) 
ДАЙ (1, ) wso 是 Xi。 (1<р<+оо) 上 卷 积 算 子 族 ， 且 适合 如 下 条 件 
1) мех 


ПОМ" (РН 
и) 对 每 个 EX3 有 


(2.14), 
iro ls Ma elg" lo (2.18) 
ЖАН ЄХ ,НАо<а<2Ж 
Ir (£)—£1,—0 (-°(о)), (2.16) 
Wit € Woas 
证 明 出 于 对 h>0 有 


А COE SNA Cr7 5D ) E LAE CIEGO ) 1, 
又 由 (2.16 ) 得 到 
IA£ Ct7100) bXAÍE-LD 1 4 M,97 CO) 


МН (2,11) — (2.12) BUE (2,14) — (2.15) 得 到 ， 对 jE (0.1) fih>0# 
IA: (1,00 ) ІДЕ (OG 75:2 ) lt A2 (1,0625) ) b 


<h? liz Сеа) ааа) 
«Mh! ( 9*(O)Ht—ti D + ifta l> ) 


<мв' рабо) + до, (1,8), 
a i 
ЖЕМИШ Т РЕНН, 0-0,1, en 


{дї (0) bM (E) oa (1,8, › 
所 以 有 
ко <M( BC e Co) ‚) 
因此 导出 


өз Ch) <M] dH o: C59, ^) 


于 是 利用 Loreniz—Hermann 引 理 得 到 ， 当 0<a<2 时 有 


w: (1,6, ),=0(8;). 
Жай 0220 是 足够 小 НЗ ol) | +оо (коо ) ,所 以 存在 ki=kE N 使 得 
[S 
因此 
вз (fst) So: (0,0) 0085) 


д». a 
=o((5=) 4, )-0(8;,)=0(1*) 
故 得 fE*"Wse 证 毕 。 
由 定理 3.3 和 定理 3.4 可 见 ， 后 一 个 定理 用 条 件 ( 2.15 ) 代替 前 一 个 定理 中 卷 积 W +. 
族 可 交换 条 件 ， 这 样 使 定理 3,4 的 适应 性 更 广泛 。 例 如 ， 若 { 1, } ,eo 是 相应 于 正 Borel 测 
Ж (da, } sen 的 卷 积 算 子 族 ， 则 对 每 个 8EX? 有 
в) l< 18" l» 
事实 上 ， 由 于 
" пе 
1 (вх) =t [at (x—t) ано) 
应 用 Minkowski 不 等 式 得 到 所 需 的 结论 。 
жна ç 
“WoHo= (flf EXE, Bo: (t,t), =O (e(t) ) } 
其 中 o(t)EGo。。 
更 一 般 地 可 将 定理 3.4 推 广 为 
223.5 设 w(2) | 十 (PC 一 0w) 是 适 台 (2.13)， 又 设 C1. } „во EXT, (1 pXC +оо) 
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上 卷 积 算 子 族 且 适合 条 件 ( 2.14 ) fl (2.15) ,# t€ X; НЖЗЕТоЕФ. (0a 2) 有 
тео oy?) (2.17) 


Jt € W,H.. 
证 明 与 定理 3.4 证 明 类 似 得 到 


o: (h) <M(e(8) HE ol) ) 
Jam 15у Mik Lorentz 一 Hermann 引 理 得 到 ， 对 o ED。( 0< a<2 ) 有 
оз (1,8,) =O (o(8)) . 
最 后 设 t>) 是 足够 小 ， 由 于 gp(ps) 1 十 ce (k-o ) 所 以 存在 k,=kE N 使 得 
S <<, 
ЮЕШ ЖЕМ o € o. 导出 
©: (fst) So: (t,8, | ),70CoQ, ,)) 


LAC 
-o( 2) oG, ))=0 Сөй) ) 
证 毕 。 
作为 例子 ， 考 察 Valll' ee 一 Poussion 算 子 V. 得 到 如 下 结论 。 
ЖІ itv. Æ Vall ee 一 Poussion WF, ХН оЄФ. (0<а<2), 
Єх „НЕЁ 
1v. tlm o(o (21—)), 
Wt EWH. ВТС 
WEE! $2,1 R3, 
ivil) Ln. 
所 以 取 p(n) 一 v n ， 又 对 每 gEX3 有 


ЗУ Та“ 
所以 应 用 定理 3.5 导 出 f € *W,H., ЗЕ. 
28.8 卷 积 算 子 过 近 的 等 价 定理 


通 近 等 六 定 理 也 是 衡量 逼近 度 估计 精确 性 的 一 惠 方 式 ， 卷 积 算 子 逼 近 的 等 价 定 理 是 研 
完 着 积 算 子 族 对 函数 类 " W，*。( 或 更 一 般 的 "W,H。 类 ) 的 逼近 度 特征 。 我 们 有 如 下 定理 
定理 3.6 设 p(P) 1 =(P 一 2。) 且 适合 (2.13 ) ， 又 设 CT, } seo 是 Xi,(1<p< 十 co 
上 一 致 有 界 的 卷 积 算 子 族 且 适合 如 下 条 件 
1) 对 每 人 €X; (1&p&co ) 有 
ILC 721, «Cio7* C)lsg"l, (2.18) 


(<a<2) MALE Woas 
^tf€xti.f 
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001,<С; 0а", (2.19) 
1D 对 每 个 FEX8 .有 
CORLEONE (2.20) 
ЯН Єх Mo ED. (0<а<2) 则 如 下 命 是 等 价 的 : 


n Iyi)—rb=o(e C53). 
1) f£€*w,H,, 
证 明 1) —9 il) 是 定理 3.5 的 断言 ， 因 而 我 们 只 需 证 明 1) 一 >1)、 设 fEXi。， 对 h»0 
它 的 二 阶 Stekiov Ej f €X$, № (2.18) 和 (2.11 ) № (2.12) 导出 
ILENI Сева) (а) fal; 
< (НИНЕ) ИЕ, t Cio (РИ 
SM, Co нору), 
КМЕТ РНЕ, {R h= i 


1,00) -tl <2M,o: У), 
由 于 fE "WoH。， 所 以 由 上 式 导出 


1 
0) 1, =о(о G). 
р. 
ЖИ, зо =" ( 0<a<2 ) 得 到 
推论 在 定理 3.6 的 条 件 下 ， 若 t+CXi, 和 0<a<<2， кїїлїї), 
1) Hf)—fle=0 (ф-“(р)) 
i) t€°w,.. 
作为 例 了 有 
#11 ДҮ Жуап еерт Ф. Хо € Ф„(0<а<2).#И ЄХ? ,(1<Р<+ 2) 
昼 如 下 命题 是 等 价 的 : н 


D) Iv. 0-t7C(o vu \. 
1) Є, и, 
Ж2 #1. Мласкоп EF, Xito€6. Coca.) ЄХ, (Cr peo) ，: 则 如 
站 命题 是 等 价 的 : 
0 iG; -sh=0(0 (1)) š 4б i. S 
1) PCW, Ha. 
证 明 是 容易 的 。 


$3 ”Cor 空 间 上 线性 算 子 逼近 的 等 价 定理 


8.1 Lorentz—Bernes 定理 
W$. 10 (поо ) #7 
ec (3.1) 
则 记 { $. } € A. xit С:,0<а<2,5] A Lorenz fé: 


Iit зоте) Ка, , 


Hs ен TAS Ee. 
UL, .en 是 C4: 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 列 ，1972 年 Loreniz 一 Bernes 首 先 研究 
ЖИ. (t —t1c m0 (92) 与 fELip"a 之 间 的 每 价 关系 ， 得 到 


定理 3.7 ULL) ,ex 是 'C;, 到 自身 内 一 致 有 界 的 线性 算 子 列 ， 若 对 每 个 gE Lipa 
(0<а<2) 有 


Св) вс: С. 911811 (3.2) 
УМЕЛ t€ Lip* A C0 Ba ) ж . 
1.00) -Псеа.=0 (6,7) . (3,3) 


证 明 从 fELip"B(0<pB<a ) ， 即 对 (一 0* 时 有 
u: (ft) <2м‹* 
Ж.» ЖЕ сек dov Ft, 18 (2,12) fl ( 2.13) ,得 到 


а olha) 


ii, kas 9Р0 


和 
wa (т) «оз (fst) 
于 是 对 fc р" р (0<8<2)Ж 
laga I x2MOET (3.4) ,. 
ЗЕ, Ши. di 
TIAE CI) саа "oi (т) 
<t ‘о: (fc) €«2Mi 7 x2M9,77* „Мм 
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HHO, Ж 
IIA E Софа) КН, bei. 
<b) vero dz gi -б=2мф!7* 


BrED HC OE 


t] A: С) Fei m 2M9L777 
从 而 得 到 


Мы [= реА? (аз ) 1с..<2мф,2-* 


Wf. € ір? а. 
对 每 个 р" h (0<8<а), № (3,2) 得 到 
11.) fl ci Ил (f~ fisa ) са, Со) ~fi ba lcin t 0 аво 1с: 


« CIEL) 10—00. I+ci оо 69," 
«ажо 9000 +, Cougar) dee 
<м (1+1) $."+2С, MAP < Me。 
ти ер ILI, Ма a 的 正 数 ， 所 以 对 0<P< a 有 
IL,(t)—tlc =o (6^) 


证 毕 。 
关于 逆 命 题 我 们 有 - 
定理 3.8 ( Lorentz—Bernes) (Q {1.} .ex 是 Cs 到 自身 内 , 可 交换 的 线性 算 子 列 
且 对 每 个 EC:* 有 
(О: <С:$:° Hlc: (3.5) 
其 中 #。 10 (п +оо) НЕА ЖЕ (3.1) , #t€c,,B.3J0< 0< a 有 
IL.) —f1e:.—0 ( $. ) - (3.6) 
则 f €Lip* В. 
证 明 因为 加 1 0 (mn 一 十 ce ) ， 所 以 可 取 子 列 { фо, } 使 得 
аф, <$... i 


事实 上 ， 设 niyns…ns 已 选 定 ， 只 要 取 
nia min {п{п >п I2. d, } 


Wo, ОС Са 


E S E ge. 


E 
"ug 由 条 件 3.6) 可 见 ， 一 致 成 立 
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E 
fG)-7L, (fx) + E (L. (6x) 2L, (,x)) 
кетн ` 


. 
现在 对 t € (0,8. ) 选取 mt 一 m EN 使 得 


[NEU 
于 是 有 


IA (Dle IAF (а,б) loc E IAE (аы, ы (бш. 


Е 
+ E Аса, =L, де ent 
Ei bei А 


А H9 
其 中 
D=J1A:(L。(O) ї<‹ п. (9, 
IH (3.5) 得 到 
В «Cité: Ш +=). (3.7) 
其 次 由 算 子 列 的 可 交换 性 和 条 件 ( 3.5 ) (3,6) 得 到 
IAt((L. 7L. (0 ) Тели ТАМА G7 Ls (0) =La, (1—1. (0)! 
MIA. (0-1,0 ))i+IAtCC Сет 0)! 
SCIL. ,, (t—L. (0 ) ое, (ft—L. 00) a 
си“ ( Hia HT LA (0 Фит. (1С) 


«catt? 
因此 当 0<B< a 时， 有 


L= Z IA: (а =. XÐ ) lens 
E RN 


m 
си" E gp 
k=1 上 


PELLE 
«có p G ) | 
со 4 
Kc, xag 
^? k=1 
<) (3.8) 
最 后 由 (3.6) 导出 
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L= ЗАКОН, -i ) 0) 1 


k=m+1 
< E (lr. (D—tl IL. (—tl) 
i КЕШ! к š 
XM E (4^ F$.’ )<м E $^ 
би Е cU Q" =m+1 上 
E 
<м$.* E eC. (3.9) 


"кед 


因此 由 (3.7 ) — (3.9) 得 到 ， 当 tE (0,6. ) 和 0<B<a 时 有 
IARE) 
Rt € Lip* P 证 毕 。 
结合 定理 3.7 和 定理 3.8 得 到 C:* 上 算 子 逼近 的 等 价 定理 。 = 
定理 3.9 Ш (1, } ,es 是 Ci 到 自身 内 一 致 有 界 ， 可 交换 的 线性 算 子 列 , 且 适 合 如 下 
条 件 
S 对 每 个 s CLip'a 有 
IL.(g) 7 вс. С: $381 25: 
п) 35 Tt €ci ofi 
IL.(G) 2i Ca ТЯ 
其 中 0<a<2， 而 { Ф. } ЕЛ, ШЯН € Ci F0 Сайт 0, 


1) IL.(t)—t[C ..=0(4.), 
П) t€Lip°0. » 
现在 讨论 非 可 交换 算 于 列 的 通 近 等 价 定理 , 设 1 EC и] 


Kio Сва) е ре, иене НИ, }. 
由 于 对 和 六 gSLip"a 有 
ТАЮ о, AIT cs LATO, 


SAIt— glci „Ва: 
所 以 有 一 i 
©: Cft) S4K ia) (їн) (3.10) 
# o ED: (870) іа 
*Н,= { ПЕС: „Но: C0) =O (oft) ) 
AVE m OB inap e gg. 
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定理 3.10 0 (1. }。ex 是 C:: 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 列 ， 且 对 某 个 a € (0,22 
适合 如 下 条 件 。 
1) 对 每 个 g ELip"a 有 


i IL.Cg) —glei«&Ciós*lglzis (3.11) 
П.С <C: Igli. (3.12) 
п) 对 每 个 FECa* 有 
ПОНЕТИ (3.13) 
Т Có: } EA, 
车 f 6 С:„Яо €p (0 6<2 ) ， 则 如 下 命题 是 等 价 的 : 
1) IL.(t) — #1с.,=0 ((ф.)), (3.14) 
и) £€*H.. 


证 明 =>). 设 fEC:. 且 适合 (3.14 ) 、 由 于 L,(f) ELip"*a (0<а<2), Br 
以 对 b>0 和 六 gELip*a 有 
Kia (fsh) €Ift- L.C) eth lL 
«Mc cis В* CIL GT g) li F IL.(g) 12, ) 
于 是 由 (3.12 ) — (3.13 (2,14 ) 得 到 
Ki) Cth) <М(о($.) +Һ° ( ф:*И—вЇсз„+ 1811, )) 
емо С) (ива) 
所 以 有 
кс бум CoG) CI) K (692 ) 


WOCh)=K ia (18), ОС) һо МЮ. Diac di] Bla. ien 对 

o €, (0 Ba) fi 
Kt (fode) =0 (о(ф,) ) . (адв) d 

МФ. 》EA。 用 定理 3.4 的 处 理 方法 导出 对 t> 0 有 
Kiei (t,t) =O (об) ) 

从 而 由 (3.10 ) 导出 FE *H., 

П) =>:), E'H, оЄФ, (0<B<a) .用 f:* 表 示 f 的 二 阶 Stek lov 平 均 ， 则 有 

it-t2 lca оз (Бф) 


ИТФ PES — 
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өз (бав) oi Cft). 
于 是 利用 f24,€ Lipa (022) , шй (з. 11) 得 到 
IL. (їз) гав са «С.Ф: ss 
我 们 证 明 、 
Фи: +11: ЗМо ($a). (3.16) 


же, Eum. Я 
ЧАР (аз IKE eos (fast) 


Lto: (#0) < MP 500 


Но, (0c fca) Sun. 
«(9 <o ® (44) 


因此 当 t>> 办 时 有 
VUA) ieu) 


docto. m 
CHAT GG) etii, 
eoi) usc ol Ф. 
$: $: 
因而 得 到 (3.16 ) 。 
于 是 对 fE "He 有 
Се) ilca EL. Ct.) Тоз И) 


«Loo, (1,6. ) +CMo(6.) 


从 而 有 
1.0) Мс =0 Co(9.) ) 
证 毕 。 
#1 设 { V. } „к Уа ee 一 Poussion 算 子 列 ， 由 计算 可 得 
1) 对 每 个 gE Lip*"2 有 
1у.(в)—вЇс:,&С1‹һ Гаі. 
ТУ С, 
п) 对 每 个 :EC:: 有 
IV.G)1;,  <2nitlc:, 


відів. ль MÍ 1. } EA 因 此 由 定理 3.10 得 到 ， 
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ЖІ НЕС: Mo EDs (0<6<2), 
А 1 
йу.(О—са„=о( G) 
HHMH E'H #190, Wolt)=t (0<В<2) 则 有 


Jy.(D) -fic::=0 (2-2) 
当 且 仅 当 fE Lip* В 
3.2 通 近 阶 序列 的 必要 条 件 
由 $3,1 中 定理 3.8 和 定理 3.10 的 证 明 可 见 ， 逼 近 阶 序列 { $, } € 人 是 关键 的 ， 现 在 
研究 为 使 对 任何 一 致 有 界线 性 算 子 列 北 定理 恒 成 立 条 件 { $. } EA 的 必要 性 。 
09.10.6 
La (х) = (гед. ) (х) 
Жа.) = Z Сад С) +48000) ), M CL. } es 是 ci* 上 正 偶 卷 积 算 子 列 ， 且 


1—21 (0=1—созф, s+ 


所 以 由 定理 2 32480, АН Єтдр'а (0<а<2)Ж 
IL.GO—t =o (41). 
由 于 


La (tx) 00) =+ (fx 十 外) 十 fx 一 四) ) 7266) 
=44}, (rx) 
MURET L。} ex 而 言 ， 逆 命题 成 立 等 价 于 
IA; (00c:.0(42) = ДТС) с, 0(7) (3.17) 


其 中 0<a<2， 因 此 只 需要 研究 逼近 阶 序列 { $. ) 使 得 (3.17 ) 关系 成 立 应 满足 的 条 件 、 
我 们 有 
定理 3:11( DeVore ) 设 $。 | 0，0<a<2， 若 对 每 个 LE C4, 威 立 (3.17 ) ХЖ, 
MCA) CAN, 
“кзы cocto 
证 明 对 4 1 0 和 0<a<2， 引 入 一 个 半 范 
а B71 As) le 


明显 地 有 ^ 
ШЕН ЕНЕ (3.18) 


因此 关系 ( 3,17 ) HOS AL Ens beoe Ио 
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жик, ЕР, RIUUEUER ECL AE el = +, 
N Br 


而 lgl 2:< 十 co， 从 而 与 ( 3.17 ) 关系 矛盾 ， 而 定理 得 证 。 
+ ， 所 以 存在 子 列 { ja) sex 使 得 


$, К 
te (n>) 4а8.= 


бдение 
ДНЯ. Cal $u) 一 十 co (n 一 十 co ) 。 由 计算 得 到 


Htm SC LAGOS 2022 A* (4,0 
з, 
=2** “4, (3.19) 
m 


lta lim EN NAR C) cum 4419 ó "sint (адаф) 
HKM, Иза, Tori A+, Bil 


Adi "sin! (4,4, ) A (1+4,)°8, * 
而 当 k>j 时 ， 有 
Афти ( mdai ) афи hadi<dra( buhs ) 1742 


Sis? (Qi Aa ) азад; 


ИШИ. <ta? (4+1) (53-4017 Т), 


ital. «(5 T ; 
` taa das (8, E +в, ту, D 
`< ‹ ) on, 
[ИН] 2140; 
或 
[LEON М, (3.22) 


Зе, [0 (n 一 十 oo ) 。 
现在 对 fE C:-， 引 入 Lorentz 范 数 ， 


itla =, ер, 
ОНЕУ 
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明显 地 
itis itla: (3.21) 
RII E RAE Lip'a 空间 中 的 范 数 ， 且 在 1*1。, 范 数 下 Lip*a 是 完备 的 ,但 在 11 
范 数 下 Lip*a 不 是 完备 的 ， лип ял ине 


Itl: Mitis: (3.22) 
事实 上 ， 对 于 序列 { f) Hit. |—-1H H (3.19 ) em 
lt. lies Из: (3.23) 


其 中 e, 10 ( n 一 ce ) ， 其 次 由 (3.21 ) 若 M>0 使 得 (3.22) 或 立 ， 则 MZ>1]， 于 是 由 (3.2") 
和 (3.23 ) 导出 
ыа +т=Н МИМ 2 MCI 2:1) & MG 4+1) 
* 
(1—Ме, ) if, |3 M-1 
ИЖЕ (3.19) 导出 
( 1— ме, )2**°43@<мМ—-1 
因为 4 一 十 ce， 所 以 上 式 导出 e.MZ>1， 但 e。 | 0 这 是 矛盾 。 
最 后 ， 由 于 在 | a 范 数 下 Lip"*。 是 不 完备 的 ， 所 以 ， 存 在 | 1。: 下 的 Cauehy 列 
{ в. ) CLip*a, ВА г2>20, In, ЄМ п, >п, п. >п. 
1: geil «зе (3.24) 
由 范 数 | '1 。: 的 定义 可 知 ( g。 } 在 C:* 范 数 下 也 是 Cauchy 列 ， 所 以 存在 gE Ci* 使 得 
1g—8.lc2,—0 ( n— oo ) Bg Lip*a, BPI gl: = +оо, 
由 (3.24 ) ， 对 任意 m EN， 有 
$51 Ai, вы, 7g, ) lese 
令 ni 一 十 co 得 到 ， 对 e>>0， 当 ni>ne 时 有 
$21 AS, Св. 7g) lcs. <e 


a 


从 而 有 + 
lg,,—el::<e (n,>n.) ` 
又 因为 


DESEE ORE 
因此 得 到 s ЄС... Halt oo, fülglt,— 十 co， 定 理 证 毕 。 
3.3 关于 二 阶 光 滑 黄 的 一 个 充分 条 件 


考察 定理 3.11 的 逆 命 题 ， 自 然 要 问 ， 带 过 阶 序列 { $。} 《4 是 否 为 对 每 个 Ci 关系 
(3.17 ) 成 立 的 充分 条 件 呢 ? 为 回答 这 个 问题 ， 首 先 建立 如 下 引 理 ， nios 

3143.3 (MHRI) 设 fEC (a,b) Ht(a)—t(b)—0, HRX € (а, эж 
(0.920, ШЕИ o XQ) = ax* + Вх-++Ү(а<0 ) 和 y € ( a,b ) ##}О(у)=1(у) 
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ййхє (аъ) 有 
QG)2t(x) 
或 对 xE (a.b) 有 
О(х)=а(х—у)*+8(х—у ) +Ку)>Кх) 


”证 明 ФМ=ИЧеьь, с=&#®, pRbuecoH la 充分 小 有 ， 


т», 
Q.G)7a ( x7c) *FM2f(x) 
ЖЕРК lol 充分 小 使 得 
а(®—*)'+м>о.(х„)—(х„)>ю 
于 是 有 
о-ь)—((ь)=а(®-—®)'+м>о„(х.)—и(х„)>0› 


9.00) (a) a, 7:4) M20.) — t(x.)>0, 


Wit me e C6.b)《 Q(x) 一 f(x) ) (ањ) 内 某 点 y 达 到 ， 即 


Q.(y)—f(y)=m 
所 以 对 x€ Cab) 有 
, 960) -т>Кх). 
因而 二 次 抛物 线 
QGxD)=Qe(x) 一 m=Qe(x) 一 Qe(y) 十 My) 
=а(х—-у)*+8(х—у)+{(у) 
适合 引 理 所 求 ， 证 毕 。 


附注 由 引 理 3.3 确 定 的 二 次 抛物 线 Q(x) 实 奈 上 还 适合 Q(a) >0，Q(b) 之 0。 困 为 


Q(a)7 Q«(a) -m2Q.(a)— ( Q.(a)—f(a) ) =(а)=0. 
同样 地 有 QCb)>0。 


313.4 ( Baianski— Bojanic ) 设 ! 在 区 间 (x.—to, х. +) (to>0) 上 连续 ， 


且 
Ah (fxe) <—M 
其 中 M>0， 则 对 充分 近 于 1 的 4 C021) 如 下 命题 之 一 成 立 ， 
D f£ y € С. xd io) Fili 
T=- (1-4) M (—y) HG) 


使 得 对 + € Got xe) 有 
WS) НО'(у)= (у) 
其 中 1(t) ДАЧЕ, HORE Goo, xe) 有 
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(3.24) 


(3.25) 


(3.26) 


(3.27) 


nm 


от) = 01-3) My) t 8673) HOS). 
и) 对 某 个 0 过 <1 一 4 和 yE€ (x,—to xott) 有 
Al (ву) S-E (3-348—В* ) мы (3.28). .- 
证 明 设 š | 
п =Е(-ь) + At to) sci) (t—x+t) 
4 sGO=t(O-—1(O, MgC xett.)=0, Bi (3.26) 导出 


—2в(х„)=( +) (xt. ) 7219) 
=A} (бх) <- Mte" 


йвбы>М„ >ш, ива, НО) = — 1 (1—40м (‹-х,)'+с 


C C 是 足够 大 的 常数 ) 使 得 对 t €. белью) 有 Q(t) 之 g(t), 且 对 某 个 y € (x toxo 
十 te ) H 


00) -ey тє (nt PO) 


#y€ (xo 一 Atosxs 十 4to】 ， 取 Q*(t)=Q(t) 一 m 十 1(t)， 则 对 t € (х„—1, x.+tJ 
有 
О") =000) —m- 00) – вО) 
НО" (у) = Ку), RIE (xs 一 tosxo 二 to] 有 
QQQe-iGO-2)MG-y) BG-y) 21, 
即 断言 站 成 立 。 
Жу (x Atex HAt) , Uy x,-À to ЖА’ 24, Ф8=1—4'>0, 
Wly— Pt, —x.—t. 故 有 


в(у- дь) =g (x18) 70 (3.29) 
нж 
-AHAC = 1 (1-4) м) SH) мы 
或 
Q> (1—4) мы +06) 
因此 


в(у)=в( х—4/1ь) =О(у)-т>—} (1—4) мь'—т+0(х„) 
= Тама +0) =m i мым" (3.30) 


RPAC) вин.) 273 Mt* 
x 
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Ю(у+8ь)—О(У =E (14 ) м Cy ) Pe Pel 


SE (1—4) мсл) Bet Pop KEM Cape Ph )* 


10(у +81) —m—g(y)| = 10(у+2:.) - QCy)I 
«iwupep ) tt 


因此 有 
gVy- Bt.) —g(y) «0 ( y+ B) —m—g(y)<l Q ( y+ Pt) 一 mm 一 区 了 ) 
«iMGBEP)s (3.38) 
结合 )3.29 ) — (3.31) 89]... р 
s(y- Bi) +в C B) —?в(у)<уМ (2+ P) etm AM 
一 一 去 (1 一 28 一 有 ) Mu? 
因而 有 0<B<1 一 4 和 y € Go tox) 使 得 
Др, ву) = Aj Gy) S- + (2—28—В°* ) we 


LU LII m 
现在 讨论 二 阶 光 滑 模 的 一 个 充分 条 件 ， 并 肯定 地 回答 本 节 开 始 所 提 的 问题 ， 得 到 


定理 3.12 ( DeVore) tée 10H. (0, ) EA， 则 对 每 个 fE Ch И: < +оо 一 > 
Mite, Ш 


IA; (21 70(62) +5110") 


其 中 0<a<2。 
证 明 分 二 步 进行 ， 首 先 设 M=1f1?, 过 十 o， 我 们 证 明 
ИЕ, Ва! И (3.32) 
其 中 B。 是 仅 依赖 于 c 的 正 数 ， 因 为 1f12:<< 十 ce， 所 以 可 以 选取 xs。，t 使 得 
DAL (1x0 LP м (3.33) 
不 访 设 Ai (foxo) <0 ( 否则 可 用 一 f 代 将 ) 得 到 
Ab (fx) <— Mito C$ Mt 


Nü-i-is ,我们 证 明 引 理 3.4 中 断言 i) 不 真 ,事实 上 ， 若 0<B8<1 一 4， 则 
IA. CE) lc M (Въ) *<16®м^ 
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<$ (4-28-8*) itl (428-81) wit 
即 对 任意 0<B<1 一 4 和 半 yE (x。 一 tsxo 十 to] 有 
Aj, (ву) P4 (428-8 ) мета 
因此 ， 存 在 yE Go —Àto x HAt) 和 二 次 抛物 线 
=A (17A) Mit? Соу) 0) 
使 得 Q*(y)=f(y) 且 对 rtE 〔xo 一 txe 二 te】 有 
Q*()2t(). (3.34) 
由 于 .上 0， 所 以 可 选取 nE N 使 得 
$,& (1-2) <. 
注意 到 yE (х„—А,х„+Аь), Ж 
x. t &y 7$. y +$ & xo to 
因此 由 (3.34 ) 导出 


Ai oy) =!(у+%.)+(у—Ф,)—24(у)<0%(у+$.)+0*(у+Ф.)—20°*(у) 
=) Mitte t EO-2)M0-42)7*6:16,* 
<- C172) eMe" -tp G2) 7.9. M 
其 中 利用 了 { be Єл (3.1), iB (17A) ，-*C*-*， 因 此 导出 


14$, (г.у )| >МВ.Фф,* 
或 
$;* IA; Cty ) >B И, 
从 而 有 
И, >В. М, 
(3.32 ) 得 证 
KK, щим. <+о, № 
fa(x)= (1*Fa) (x)=0a (f,x) 
Wit. € СЁ, ВИА 2, < 十 co， 由 (3,32 ) 得 到 
Пе. «ва. (3,35) 


注意 到 对 mEN 有 

1A}, Gl ei са, 
从 而 有 

Ifol os< Но 
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因此 由 ( 3.35 ) 导出 ， 对 mEN 有 
в 1, 


又 因为 fa 一 flc:: 一 0( m 一 co ) 。 所 以 有 


irit; &Bz' М.. 
证 毕 ， 
结合 定理 3.11 和 定理 3.12 得 到 
定理 3.18 09.10 ( n 一 十 co ) 和 fE Ci:， 则 如 下 命题 成 立 当 且 仅 当 { $, } ЄЛ, 
IA; (0) 1=0 (Ф) E> Ail IO 7007) 
其 中 0<a<2。 


84 线性 算 子 局 部 逼近 的 等 价 定理 


4.1 质量 集中 的 Borel 测 度 列 

设 { du,(O) Y ex 是 L.=【 一 aya] (a>0) 上 非 负 , 侦 性 Borel 测 度 核 ， 且 当 n 一 十 时 有 
be «= ао (41) 
我 人 有 Е 

3183.5 设 { dha(t) } ex 是 5 上 非 负 ， 偶 性 Borl 测 度 核 且 适 合 ( 4,1)， 则 对 0<a 
<2# 


fans (4.2) 
| 证明。 由 于 6。 L0 (n—ekeo ) , ЖИВ. а, MiA 


а а 

ja. hl “an, (:)=2 fo чан. (г) 
$, 

=2| QUO 42 [е сан) 


a 
«ser ener fg an co «se: 


iEn, 
现在 ， 对 f EC (1:.) 5 


15071 f^ GG04t(70) a0 (4.3) 


通称 .为 非 周期 卷 积 算 子 ， 明 显 地 ， 工 * 是 C(I:,) 到 C(I.) 的 正 线性 算 子 ， 首 先 研究 Le 的 局 
HP 0 


ЖЕ IE SE ЖЕРЕ 
23.14 (т, ) .ex 是 由 ( 4.3 ) 确定 的 非 周期 卷 积 算 子 列 ， 则 对 每 个 E Lip*a 
( 0<a<2 ) 有 
IL.(—ficao—0Có:) 
ЗЕЯ d (4.2 ) fü ( 4.3 ) 得 到 


<1 Í" рл? 
песо f tA: (leoon C) 


a 
<M| M “ав, (0 0 ($: ) 
[IN . 
BRER, BEC), WERT 
HLI cc =0($,°) =>1 E Lip*a 4 (1.4) 
由 定理 3.14 导 出 如 下 结论 。 i 
3183.6 rfedee€ (0,а) 使 得 


IULIUS (4.5) 


则 命题 ( 4.4 ) 一 定 不 成 立 。 
证 明 由 定理 3.14 可 见 ， 若 ( 4。5 ) 成 立 ， 则 对 每 个 fE Lip! (а-е) 有 
IL. (—tlcco 00, *). 
31 —J Wi, Же>0, Тіра Gr T Lip* (а—е), MUE € Lip* ( a 一 e ) 
但 f, 生 Lipwa， 可 是 仍 成 立 
Ir.G2—tilcco =0(9:) 
所 以 命题 ( 4.4 ) 不 成 立 ， 证 毕 。 
由 引 理 3.6 可 见 ， 要 使 命题 (4.4) 成 立 ， 必 须 对 站 zeE (0,2) 有 


f. Ir] *7 ‘ай (0) 0(6,*). 


为 确保 Borel 测 度 列 Can, ) .ex 适合 上 述 条 件 ， 我 们 引入 如 下 质量 集中 的 测度 列 。 
设 {dh。(t) ) sex 是 上 非 负 、 偶 性 Borel 测 度 核 ， 著 对 每 个 e>0 存 在 A>>0 和 自然 数 N 
使 得 当 n> N 时 有 
a a 
f. t'du.() «e Í Иан (0) =. (4.6) 


则 说 (ав, ) ,ex 是 质量 集中 的 测度 列 。 
下 面 讨论 质量 集中 的 测度 列 的 若干 重要 性 质 。 
引 理 3.7 2 (ан, } ,ex 是 质量 集中 的 测度 列 ， 则 对 0<B<2 有 


a 
мев, atot (4л) 
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证 明 由 于 { du。} EARR ERREA, ВТ е=-1ЕЖЕА DMA REN, И 
当 n>N 时 


Fa rele 
Ag. с q 
于 是 有 ( 注意 ， 当 n 充 分 大 时 A ү Ф,<а) 
Azò 
|“ лв, сох | T ranco 
0° 0 


A + $. 

E *'* 
(AH) КО) 

(Ах f, t 


e 
= Gator tdi ()— IN 4990) 


DIM 
H (4.2) 81 (4.7) SH, 3$ Cu. CO } 是 质量 集中 的 测度 列 ， 则 对 任意 0<B<2 有 


f. IDEO (4.8) 
由 此 可 见 ， 对 任意 0<a<2 和 六 se € (0,4), Ж 


a 
|, li tdu (DSt Atte 


= AT" see 


fo Meteoro. 
根据 引 理 3.7 我 们 指出 非 质量 集中 的 测度 列 是 存在 的 。 
例 xac) (21), 1Е Con, Ф 


dp (D0= E (ад, ()- 40... (0) 
О, E (26, -. (4 
于 是 对 B>>1 有 
LS Dy 
f t газ 2 тат ) 
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noi : 
m E gent. 


特别 有 
л 
“= METOE 


a 


(,-,, z) 
现在 设 1<a<2，0<e<min\ a 一 1, 一 2 人 则 有 


Н 


= п у 
| lq 7d) mn C707! у; - 
-x кел кее 


= А 
=." v( nte ME) 


H -'a-22>1, reb 10, MURS 
fÉ .-. о 
Lx l] °" dn CO =0 ($1) 


可 见 ， 本 例 给 出 的 测度 列 { ди, ) 并 非 质量 集中 的 。 
不 过 ， 从 本 例 可 见 ， 质 量 集中 测度 列 的 定义 中 条 件 (4.6 ) € 


a 
ССБ 
不 能 换 作 条 件 
a 
I td C) аф, 
其 中 ,=0 《92 ) ， 比 如 本 例 中 的 测度 列 并 非 质 量 集 中 的 测度 列 ， 但 若 取 4 二 n-"， 则 


bn tO) 

яж 
* e 
Г taooto 
2n^' 

3183.8 设 { dh。} sex 是 质量 集中 的 测度 列 , 则 当 n 一 十 时 ,对 6E (0,2) 一 致 有 

а. ; 
[^ asco=o(91) 
a 

或 对 6E (0,52 一 致 有 
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faac i ао (91). TET 
证 明 ”由 于 Cos, } 是 质量 集中 的 测度 列 ， 所 以 对 半 e 之 0 和 自然 数 N 使 得 当 n 宇 N 时 有 
[са осы 
又 因 对 轿 定 A,<0， 有 A. 一 )”(n 一 2 ) ， 于 是 存在 自然 数 N 使 得 当 n 之 N 时 
0<А.$.< 5, 


因此 当 n>>N 时 ， 对 YY6E (0,3) 有 
0<А.Ф.<а—д. 
АЛАУ ео, WEHREN, in NM, Я} 06 (0,22 di 


frasco ul | aso 
a (< (аа: i pat 
«3 |a a< 2с 
所 以 得 到 ， 当 n 一 十 co 时 ， 关 于 6E (0,52 一 致 有 
人 воно 
а-д * 
[25 í 
313.9 i { dh。} en 是 质量 集中 的 测度 列 , 则 当 n 一 十 co 时 ,对 6E (0,52 一 致 有 
à 
Г amio COD (4.11) 
-а+д 


证 明 由 于 对 ¥6€ (0532 有 


a-ó a a 
| ди.) = | du.) —2 f du.) 
-а*+8 -а -а 
BEDLHLSI BIS 248], Уп Foot, XI8€ (0,52 一 致 有 
a-ó a 
[ако mco 
ET a-à 


=1+0 (9:) 


4.2。 非 周期 正 卷 积 算 子 通 近 的 逆 定 理 


设 { L。} 是 由 (4.3 ) 确定 的 非 周期 正 卷 积 算 子 列 ， 对 fEC (Is) ， 令 


НИ: = Sup CLAD euy 
0<‹<а 


V tlt; = Sup @;°[L,(f) — fleta) 
n€N А 
则 命题 (4.4) 等 价 于 如 下 命题 : 对 ftEC (L.) 有， 
Hit + оса И, +оо 


我 们 证 明 在 一 定 条 件 下 ， 命 题 (4.12 ) 是 正确 的 。 
首先 建立 如 下 引 理 。 
3183.10 设 { dh。} 。ex 是 质量 集中 的 测度 列 且 存在 C 盖 1 使 得 


\ $ 
< «c. 
«аа И, < +оо, ШЕВ. >08 
HU SBI... 
证 明 设 0<1<1， 并 选取 充分 近 于 1 的 1 使 得 
(1-4) "<È а-2а-0-а-0*) 
VAM ео} 
-5 0-4) t (1-е) co +5 <o 
固定 e>0， 存 在 A,>0 和 自然 数 N， 使 得 当 n>N 时 
a 
f ap <: 
BIA НИ, = Моо, ПАЛИХ, EI.， 使 得 


AL (вк) < 一 站 Mt 一 一 站 Me 


由 此 可 导出 Bajanski 一 Bojanic 引 理 ( 5133.4 ) 中 的 断言 11) 不 成 立 。 事 实 上 ， 


НН, = м< +оо, MAALIA, УМЕ [一 a,a) 有 


Afe (Бу) | €ME*ri&M (1-2) 
Жш (4.15) 导出 


lais Су) «д (3—2а1—4)-(—4)#) Mi 


(4.12) 


(4.13) 


(4.14) 


(4.15) 


(4.16) 


(4.17) 


#23 


<$ (28-8 ) мет. 
因而 有 
ДА. (ву) >-1 (4—28-8°) мсн! 


>=} 02-18-8%) м7 


因此 由 引 理 3.4 断 定 ， 存 在 yE Сх. — Ле. к tit] 和 二 次 抛物 线 
=- (1-2) it* (а-у) HI) 
使 得 Q*(y)==f(y) 且 对 t€ Cx— tox 有 
SA) (4.17) 
其 中 1(t) 是 线性 的 。 pr 
+ 由 于 ,一 0 且 适 合 ( 4.13 ) ， 所 以 可 选取 m E N 使 得 
А.ф.< (1—4) t. &CA 02-1 (4.18) 
因此 有 [y 一 Ab,y 十 Ac] C (хоть xe Tt.) 注意 到 


а 
La (ty) 00) =} f At Go) аб) 
-a 


AA 


) АЯ (ry) йыб) 
-a А.Ф. 


G2 tutn 


其 中 
nel [^t arcs loct [е дї соу) 
=; NE зу) dhalt) < EAS i (Q*,y) ар. (+) 
А.Ф. 
一 一 和 Me (1-4) f | TO 
H (4.17) 导出 
Г ии.) =(6:-2 | ас) 292 (ime) 
-Aba А.ф. Е 
所 以 有 
L«-$ wt (1-2) (1 一 由 
<-ДАма-—2)*-*(сА.)*-*(1—е)Ф:ф:% - 
<-ЖМ(1—3)*-*с%-ЮАГ" (1-е) Ф 
而 
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ш fig, At Cy) anaco 


<M оча 


«МА, o y? ооа 


«M Арен MA eds 
类 似 地 有 
I| <M ateos, 
因而 有 
La (ву) у) ILE |! + In 


9 (4 ay s(1— ctus е\ а-г 
«(-$a-2*-a-octre- +2) демәј 


记 p. Moz 
其 中 由 (4.16 ) tii, n. - (307 *a-9cte-- E) даро 
所 以 

11.00) со 2B. МФА, 
故 得 

ito geil LO fion B.l tlt, 
š = 

НЗ ва fis, 

HECO fno < 和 引入 三 阶 Steklov 平 均 

G 

fa(x)- um Í Gxtutv) duae x€L 
Ми. ECCL), ВЯ az ИНЬ, < +оо. B+ 

бо ii (tx+u+w 一 Lo(fx+u+v) ) dudv 


所 以 
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1.21. (#010,-2ъ) 11,0) #1 (4.18) 
因此 有 


„Быр фаера ODITEDT 


«SP ez* IL CO ето = НИ." 


又 对 8E (0,2 )8 AGB T, 


ата [77 ooo o0) a0 — x€n 
2 -а+:5 


其 中 C4** 使 得 . 


2-28 
се’ [ада 
28 


-a* 


НЗ Cu CO ) 是 质量 集中 的 测度 列 , 根 据 引 理 3.9 当 n 一 十 时 ,关于 5E (0,1) 一 致 
cii! =1+0(61) 
引 理 8.11 设 { L。 } 是 由 (4.3) Ее, W ven } 是 8 截断 


算 子 列 ， 若 { ди, } 是 质量 集中 的 测度 列 ， 则 对 fE C(I:.)， 当 n 一 时 关于 5E (0,4) 一 
致 有 
ILEYA- Lleon =o) (4.19) 


证 明 对 六 xET 有 
-а*2д a 
Lo) Ш х) 1 + Сео) 000) ) diu) 
х х (J b x+Ú+r(x 
а-28 
го) 
-a+26 š 


因此 由 (4.9 ) 导出 ， 当 noo 时 关于 8E (0,2) -BA 
по зоо (2 [^ NE 
* 


—o(61) 
证 毕 。 
定理 3.15 设 { L。} ,ex 是 由 (4.3 ) 确定 的 非 周期 卷 积 算 子 列 ， 若 { аа.) } sen 是 
质量 集中 的 测度 列 且 { Ф, 适合 (4.13 ) ， 则 对 每 个 EC(I:.) 如 下 断言 成 立 ; 


#26 


ll, o М, ео 


证 明 BECH oo, HFE (0,2) 有 


йы? (63) fo lcu,-, 0 SIL,(ta)— L. Galen uu) 


НГС Л, uu 


H (4.8), (4.19) 导出 ， 当 n 一 十 > 时， 关于 6E (0,1) 


Ir, C9 (£5) —fiilco, 9 11.00) сао ++0(ф1), 


所 以 有 
Зар фсе (ts) flens 
«EN 02 I (D) tle + ER oC) 
«аи, +o 


又 因为 对 6E (0,4) 有 Iis Iti оо, FEIER РЕ] 


Itas ttam SED zt Iu) fidens 


2B.lfiilti 


或 
Iti It BL fast. 


其 中 B。>0 是 常数 ， 又 由 (4.20 ) 得 到 
js 2 人 

因此 得 到 
[HEU MERE 

令 6 一 0* 并 注意 到 !f:s 一 flcti。,。) 一 0， 故 得 


Mit «2B; ИИ, 
证 毕 。 


(4.20) 


特别 地 ， 取 dus(t= dó,.(t), WI { 4и„(‹) ) 是 质量 集中 的 测度 列 ， 且 有 


ие. SER фсе.) 


SARP Фе 
因此 由 定理 3.15 导 出 二 阶 光滑 的 一 个 充分 条 件 ， 即 


#%з.14 йб,—5°(п—+оо)ЖЯиЄсС(ї,). ИШГЕН ЛУ, HOUR (Ф, } ,er。 

适合 条 件 (4.13 ) : 
1А&@)с‹и-+› 0 ( Ф) => Л (Р) Ie oo 70(10), 

其 中 0<a<2. š 

AAE 14313.1519 PJJ ЖЛ LE AS SUT T УЖО 0758 tir zs FB 

定理 3.16 i CL, ) .es 是 由 (4.3 ) 确定 的 非 周期 卷 积 算 子 列 ， 若 ар. } ,ex 是 质量 
集中 的 测度 列 且 Có, } 适合 条 件 (4.13) ， 则 对 每 个 :EC (1..) MCa; 如 下 命题 是 
等 价 的 ， 

ТАК вал =0 (t), 


n) I. (D —£lecio =0 (61). 


4.3 КНЯЗЯ 


TE 2o 3EJ8 9146 BURCT- JR BOR EE ЯН) I ЗАПЕР TOR BOR W 2 FB. 为 
此 ， 首 先 给 出 质量 集中 测度 列 的 一 个 充分 条 件 。 


引 理 3.12 设 { dh。} edt ЕЕ Военно: = [ “ t*di (70 (n7 99) 
` -a 


车 


f? ranoo), (ал) 


MJ C eu, } .ex 是 质量 集中 的 测度 列 。 
证 明 由 于 对 A>0 有 有 


1 


a 
тео dy 


a 
f тер.) 
Aó. 
a 
«acer | са. lt) Соф: 
-a 
RIR 50, MRA От 
Г се) Сод: «fel 
EA z 
їй, 
Bh 设 dh,(t)=C, (1 一 t*) "dt， 其 中 C, 使 得 
с. Г, (1-12) "dt=1 
因此 有 
р: 


eim eame) та 2. 000000 (42) 
= А 
Bake, А, Ф 


ралото) 
所 以 { ap, } sex 是 质量 集中 的 测度 列 。 
由 引 理 3,12 和 定理 3.16 得 到 如 下 局 部 远近 的 第 价 定理 
定理 8.17 di da.) ,ex 是 Ia 上 正 性 Borel 测 度 核 且 63= f^ tadh(t) -0* 
-а 


(п +оо), ЕС И 
1 6, 
c<, Se 

车 


a 
| ranoo coi), 
-a 
则 对 每 个 EC (т..) 和 0<a<2， 如 下 命题 是 等 价 的 ， 
D IA каз 707). 


ID 1.00) епо 0 (92), ть. (4.3) 确定 的 非 周期 正 卷 积 算 子 。 
现在 讨论 如 何 运 用 定理 3.17 来 研究 代数 卷 积 算 子 列 的 局 部 通 近 等 价 定理 。 为 了 明确 起 
见 以 Landau 算 子 为 例 ， 设 fEC (1), IA Landau f, 


+ 
h Go) 7c око а-а) та 
其 中 C, 合 得 
cf (1-й) *dtzi 


Mocecl, вит 


*-x 
LOG) с, [I tG at 
-+-x 
=c, [2 кожо 
-bð 
GD) p 


нао) (1-0) "dt+R (x) 


(5x) +в. (fsx) 
其 中 


Е -6 
itis mc f" ООО (уз (4.23) 
358 3 


由 例 1 可 知 ， 测 度 列 dh。(t) 一 C。( 1 一 t* ) "dt 是 【一 1,1] 上 质量 集中 的 测度 列 ， 


He. s 因此 由 定理 3.20 导 出 如 下 结论 


系 1 Bococi. wec (13 ) 和 0<a<<2 如 下 命题 是 等 价 的 。 


D IAKDIcao 70), 


ID 00) 1сп О (пт). 
由 于 


$ 
(к) =c. | f(x+t) (1-0) dt 
--x 
1127 хо 
П (бх) = Ja Comme» (176 )'dt 


f(xtt) (1—0) "dt 
ó 
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所 以 
В, (tx) =h Cx) — 13 (fsx) 
+-х 3-6 \ 
=с, < f(x+t) (1-0) 
(ушлы О а 
故 得 


1 
IR lcay ЗИ -cf ВИ pa 


1 
Tox alit) e 
<altleup cs С) fs (1-й) "dt 
«c.itkcup nt. 
因此 对 x E13 一至 有 


la (5х) = Cx) +0 (п?) 
从 而 有 

ест IG) flcap +0 (n?) 
和 

Мес) сор HG) 7 flcap ЖО (n), 
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BUR, ROSIE, ЕСС (L, ) 和 0<a<2 时 有 如 下 等 价 关系 : 


M.) - Пень =0 ба Ж) «>Ш - cay -0( 79 
因而 由 系 1 导出 
R2 0<0<1, МяНЄс (1, ) 和 0<a<2 时 ， 如 下 命题 是 等 价 的 ， 


D IALOIcap 0C); 

" HO) - teas =o (mÈ), 

ROSCRUEM IG Re Fe о ЯА, 8 0 ан, ) cen 是 I. 上 的 正 
Вогеін 01 (^ can оова Саз), IEC (Is ) 有 


A.G = (^ 


E 


2 

(ан. (17x) 
/2 
dococ^, Wii 


a/2- x 
A (вк) = | Оно 
т х 


2-4 
=Í 2G HG Dan QR. (вх) 
-zt 2 


GE) ле (их) +в. (hx) 
其 中 


А0) =] OR fGctO- EGO a, (o). 


} а 
Í nta oct) 


-a 


因此 由 定理 3.17 导 出 ， 设 0<6< 2 则 对 fEC а.) Ж0<а<2ШТ% ЖЖ: 


АО tle uy -0(02) € AMD Ica, 70) 
又 因 
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IRD fcc 91A.) АСО Lec) =О(®:) 
从 而 导出 
系 3 设 0<5< =, 则 对 fEC (I, ) 和 )<a< 和 >、 如 下 命题 是 等 价 的 ， 


ОА вар =0 (t°), 


u) [A.D —ficap =о(Ф:). 


85 插 补 空间 与 逼近 等 价 定理 
5.1。Banach 空 间 通 近 等 价 定理 


设 X 是 Banach 空间 ， 其 范 数 为 1*1x，U 是 X 中 线性 稠密 集 ， 并 规定 半 范 1+1v， 
则 对 t>0 
Ku (f,t)x=i nf{ if—glx+t lslv} 
gEU 


是 X 上 的 K 一 泛 函 、 又 设 o(t) ЄФ. (0<а<!), id 


5 Ku(f,t) 
х„={нєх н е, PORE 


特别 地 若 o(b) =t (o1), ABEX ИН, grim Ooo, ir 
XX., DU 
所 以 称 X。 是 X 的 插 补 空间 。 
关于 Xs 具 有 如 下 通 近 特征 


定理 3.18 k { L.) ,ex 是 X 到 自身 内 的 一 致 有 界 的 线性 算 子 列 ， 且 适合 条 件 ， 
1) 对 每 个 EU 有 


和 IL.(g)—glx<M,%, [gl u (5.1) 
IL,(g)l v M; lgl u (5.2) 

п) 对 每 个 :EX 有 
IL (Ol c Mio! Hl (5.3) 


其 中 一 0+ (noo) 且 存在 子 列 { Ф,, с> 


$. 
es, <c (5.4) 
ИЗ АМЕЄХ, оЕФ. (0<а<1) 如 下 命题 是 等 价 的 ， 
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1) :6х. 
н) IL.G)—fix—0 (©($.) ) 
WA i) =) RIHOE 2 14, REER) =>). Н ЖИ (5.3) #i .(O € U, 
所 以 对 LE (0,1) 和 六 gEU 有 
Ku (fsh ) xSlf—La(f)lx +h! L.C] v 
<M.o($.)+h ( |La(f—8)i u+ IL.(g)lu) 
(5. D, (5.2) 导出 


Ku ( f,h ) x<M.o(0.)+h (М.ф 'lf—glx +M: 1810) 
<м(о(ФӘ) +È С-Ф. lal s) 
其 中 M= max (M; Mi, Mà ) ， 所 以 有 
Kotsh)x SM Co(62)  EKo(9.)x) (5.5) 


取 QCh)=Ku (fsh) x， 则 QCb) 是 h>0 的 单调 增加 函数 又 因为 存在 { Ф., 388 (5.4), 
所 以 对 tE (0,0, ) 可 选取 k 二 k, 使 得 

1 

Ebates, 
因此 有 

osu Оов) 


<кфо+® Taw) 


其 中 K 是 正常 数 。 Mr 对 tE (0,1) 有 
ко (2,6) х=0 (о(0)), 
或 fEX。。 证 毕 。 
特别 地 ， 取 a(t)=t" (0<а<1) 有 
推论 3.5 在 定理 3.18 条 件 下 ， 则 对 每 个 EX 和 J<a<1， 如 下 命题 是 等 价 的 + 
1) Єх, 
N) 1.00) 1х0 СФ). 
现在 考查 一 个 具体 的 例子 。 
Bil йр=(0,с°), id 
= (glg€C'(D)B igl c. =1хв"1с< +оо}, 
UL= { в18 61100) Higlu Exe" li eo } . 
风 对 t>0 
косе IE {le—elctt lelve} > 


K (po) vue, Circ elu сво, } 
Ая CCDO IL (D) LNK- 8. 


Жо ED. (0<е<1), 4 
区 (fst)c 
С.= { {l tEC(D)H A 2 < + } 
和 
м Sup K(f,t)L oo 
Liso= Ul t€ Li ё(р |, e. <+} _ 
它们 分 别 是 C(D) 和 L,(D) 的 插 补 空间 ， 特 别 地 : 若 o(t) 二 t", 则 插 补 空间 分 别 用 C。 和 Li,。 
RR. 
为 讨论 sz'asz 一 Mirakian 算 子 列 { S, } .es 和 Sz'asz 一 Kantorovich 算 子 列 { 51 ) .en 分 
别 对 C。 和 Li,。 的 逼近 特征 ， 需 要 如 下 一 些 结果 。 
命题 1 记 f.(x)= ($—х),. Шрі, $208 


NS (tox) =O) dx (5.6) 
o 

MITTEN (5.7) 
о n. 


证 明 由 于 当 x<s 时 有 
5. (х) -nG)- E£ ((6- К) - (s—x))saGQ)+ 
k&[ns] N 
+(x—s) E Slx) 
k>[ns] 
其 中 Sui(x) met Ga) 。 又 因为 
[E каз m кыш 


kein] 


= Е Su(x)— E S ni) 
k<[ns] 1<k<[ns] 


=х5,,:..10(х). 

而 当 k> Un 时 ， 则 有 k 十 1>ns 或 < 二 二 >s， 因 而 有 

Ex ^ SaG)- E c (ае! к 

к> [sn] kin] (к++1)! п 

2» S. 
S SD nO 

所 以 

G-x)E — SaGO<sE — (5а(х)—5ь,+1(х)) 

кг 1 


ns. k> [ns] 
=s Sas в +1(х) 
因此 ， 当 0<x<s 时 ， 有 
15, (fsx) АО <х8,›:ш1+1(х) +s 5$ь,ь,,1(х)» 
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故 有 
I i А QA 8 ASS 
f, Б. Cox) 0001 ax S (14 Lc (5.8) 
ЖИ, "IxDsM, Ж 


со 
: e k 
S (fox) -мо= Е Ц ө) 


由 于 当 0<s< 二 时 ， 有 


S. (fsx) —t(x)=sS,(x)=se"**, 
Жї 


[is вых) воо lx (5.9) 
N | 


而 当 s> ln. 


ls. (tox) һо E (s-sa) 
k<[ns] 


n 


xS. al(x) 
所 以 


je m 
Ј 1s (s -aoldax<| в,а 2 (вло) 
s s n 
因而 由 (5.9) (5.9) 和 (5.10 ) 导出 
NITET [+ eco -iOO dx 
0° 0 s 


<. 


BD (5.6) 得 证 。 
最 后 ， 当 ns< 和 1 时， 有 
S? (1х) —S, (вох) = (E 35.6) | 
故 得 
.oo 
Г. St Cox) =S. Cx) 1 ax= ®] 2° -{<®. "o (San) 
而 当 ns 之 1 时 ， 则 有 
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k+l 


- T k 
s? (вох) =S. (ox) Ee E (5—0). dt— (s— 2) Љо 


8 
+f. I (s—t)dt— (s— e ) yeso] 
n 


由 于 
a . 
a [ад 0а =1(5- Im» -dGo- ых 
п 
所 以 
s 
il =h f tns =t) dt— Сз E85... x) 
n 
SG; с=т ) 二 二 (ms 一 Саз] ))$.›:.›(х) 
< всех). 
又 
kl i 
ie ide (7087 6-1) pec. 
kti К 
Ке)" Ко 
п 
1 
=-1 g . 
Bidin- 
所 以 当 ns>>1 时 有 


f, etie -s Cox) le бов 


1 Г: 
+> > Sa) d. 
?nyé[ns]—i)o 7" xs 


San Raise S (La) (5.12) 
ИН (5.11), (5.12) 导出 (5.7 ) 。 证 毕 、 


Ш, № (5.6) — (5.7) 导出 ， 对 s>0 和 n>1 有 
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f, 9х) в 


<| ^it ceo —в.(әх)1ах+ | is Cox) вО ax 
o 0 Н 


< (5.13) 
命题 2 xFs>0,n2>1# 
" Qs, 
Тет СӘН (оооу St (5.4) 
证 明 由 于 


stas = E (af eros бә 
k=0 "E 


若 ns<1， 则 有 


ЗЇ“ (иж) ар ба-а) i556) 
0 


ан 
故 得 
E 
Ixst^ Ced Í х5?“ C tox) | dx 
0 
жапе (0 22 в 1 
ай YZ QE dx-- 2 Cm (5.15) 
车 ns 之 1 时 ， 则 有 
m ка 
S^ (tox) =" ESQ) f к (6—ч),—2(в-и— E). G-u- 2).) au 
n 
由 于 仅 当 【ns] 一 2<k<ns 有 
kel, 
| в (67.726727 1), 6-а 2), )au so 
n 
HB 
М htl > 
jel (scu) ,-26-и-1),+6-1-2),)ва 
a ç 
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deo k= (ns) —2 
d k= (ns) —1 
1 


sm k= (ns) 
所 以 有 


SY (вох) баеса) as, uu (x) + See 


Cul а ((nx)ts':-t , (nx)i**-! (пв) 
2* (зун Ton ) 
因此 当 sn 之 1 时 ， 有 


БМ, = ве Сох) Lax 
0 


а E 
<], MEETS 


7gli(Ins] 1-265] ns] +1) = n c 
综合 (5.15 ) fl (5.16) 得 到 
х9) < max(25, 1) 
(5.14) 得 证 。 
命题 3 ”对 每 个 :SEUc 有 


15.) c (3 e) lal ve (5.17) 
而 对 每 个 gE UL 有 
5-7 lal u, 
证 明 由 于 gEUc， 所 以 对 阅 t,x>0 有 


t T 
600—0) аав Go [| ( Ë в" Cu) du ax 
所 以 


z 
15,68, х) 80) <l gl. г ат эбэ 


由 于 ， 当 k 一 0 时 ， 有 


ds LUN Стах ок) ad= Ixl» i 
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而 当 k>1 时 ， 若 0<x< 上 ， 则 有 


А 
ГЕТО" i k 2 (®-х) 
i i J: E ac (т-к) c na 
若 上 <x， 则 有 
k k s 
Б М du к(* z КСЭ) 
ia d ч“ <| e Dx 
n 
所 以 得 到 
со 
Is, (8,x) —8GOI <l s ie A E Go» зао 
а 9) 
由 计算 得 到 ; 
ç 
E79 s а 
S rk 1 X X (qe 
EG -х) S4G)-$ —5 (17e) 
所 以 对 x>>0 有 


IS, (вх) —s(x) ISl s (хет) 


= а (Охе) 
«ieu. 


ЖЖ хе" e^! (x20) , MA (5.17 ) 得 证 。 
其 次 ， 对 8gEUr， 有 


La 
«бо= | а-а вида 
所 以 | 
S) 1 
1520) в, 15е) so, le" Qu] du 
0 


d (5.13) 得 到 


839 


7 р^ 7 
1510) - sl. <E | MELLE 


Ж (5.18) 得 证 。 
命题 4 对 每 个 EC 〔0,co ) 有 
IS. (Е) ve.<2nltle (5.19) 
而 对 每 个 EL: (0,09) 有 
IS? CO] o 2n Hlc, (5.20) 


证 明 由 于 对 fEC [0,00 ) 有 


Я КЕ 
St Cox) = Е i (E)5 G0 


=n E (&-9* 一 上 кк) вә 


х к=0 

所 以 
1 укук 
n : 
1х5: 0р) lcs? irl з (1 (Е -x) E) 
=n? 工 。2x )= 

n ДЕШЕ ix )=2nltle 

№ (5.23) 得 证 。 


Kk, HEL: (0,29) , Ж 
kel 


877 (вх) = Е MEO + со 
E 


所 以 有 
к+1 


15% (0) [Li <n’ E IH n iota ， “(Goo ea 


k+1 


co 
=2 E ИЕ n ee) dt=2nlfh, 


BD (5.24 ) 得 证 。 
命题 5 若 sEUc， 则 有 
1.00101 (1-++ге-) ll o, (5.21\ 
ве, WE 
152:(в)1,<2 [gl v, (5.22) 
24% 


证 明 由 于 
р 
а = k 
Si (gx) =n EAE 


又 因为 8g&EUc， 故 有 
1 


d. 
la: о] n f ^e (Ж+т+и)ашё] 
0 


0 
dudr 
«арар | 
Г. j; 上 上 十 u 十 
2190, кш 
<i xg” [с i 
|1, к>о 


ВЫХ >07 


Е 
IS! (вх) | ааа У ==>.) 
k=1 К 


«хата (274-1 (1767) ) 
故 得 
IxS GL сви lc 500 C2t67'1—e7!) 


«(а +2е- хале 
BP (5.21) 证 得 。 
其 次 ， 对 gE Ur， 由 于 


of (и—х).в”(ч)4и 
所 以 

°° 

S (gx) -|; S*^ Сох) в" (а) аш 
(5.14) 导出 


ee 
$ li f o PST G2, в du 


оо 
<f $ шв") du —21 ха", 


因此 《5.22 ) 得 证 。 

根据 定理 3.18， 由 (5.17)，(5.19)，(5.21) 和 (5.18)，(5.20)，(〈5.22) 
得 到 如 下 结论 

Xu 对 f EC [0,co ) flo€ o. (0<c<1) ， 则 如 下 命题 是 等 价 的 

1) fECo， 

п) IS,G)—#le=o(e CL )) 
特别 地 有 

4Єс«<=> [8.(@)-—(1с=О(п-°). 
X2 HEL: (0,55 ) flo€ o. (0<c<1) ， 则 如 下 命题 是 等 价 的 * 
1) f€uss. 


ID 16100) th, =0 (L )) 
特别 地 有 
£€ Li 15100) 7t; -0(n7*). 


5,2。Lr 空 间 的 逼近 等 价 定理 


设 D= (а,Ь) 代表 区 间 I 二 (0,1) , R.= (0,00) к= ( —95, +оо), 
9 €C* (a,b) 是 非 负 权 函 数 且 适合 第 二 章 $ 1.5 中 列举 的 条 件 ， 令 
U,= { slg€ L,(D) Ho'g" € L,(D) } 
并 规定 半 范 lgl о, =?" (1 p +), ， 则 对 t>0 
K,(t1)5— int. (ев Iglu» } 
Кал 
为 Lb(D) 上 的 K 一 泛 函 。 


又 设 o(t) 是 (>0 的 单调 增加 函数 且 o(0) 王 0， 若 对 某 个 cE (0,11 ， 存 在 常数 c.>0 
使 得 对 0<t<ts 有 
altu) oti). 
и < и (5.23) 
则 记 Є фа, ЯШо( =" у. (0<а<1). 
Это Е уе (0<a<1), id 
Los tlt€L, (D) HK, Ctt) ,=O(oe(t')), 1—0* } 


由 于 假定 Lim 9C). +e, 所 以 有 


U,CL;,«CL,(D). 


HILL EL (р). 特别 地 ， 车 oe(t) = 6, WAL RR. 
对 每 个 : EL,(D), 令 
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У, (11) = Sup 1A:(91 
0<h<t Loe( (Ch)*,(Cih)**) - 


(参见 第 二 章 $ 1.5 ) ， 特 别 地 ， 若 存在 K 0 使 得 对 六 xE (h*,h**) di ho^ (>К, 
则 有 : 


У, (ft) ке, Sup, ТАТО L, Ch*,h**) (5.24) 


` 


根据 定理 2,.9 对 充分 小 的 t>>0 有 
t 
EVe Св) SK Сок) <K Г, 


明显 地 ， 若 Eye ( 0<a<1) ， 则 对 0<r<t 有 
“б cc Lren 


ШЕФУ, Сет) 70 (oG?)) (т—07), ， 则 当 t 一 0* 时 有 
Г Уз» aco (olt) ) 
Q ow 


于 是 得 到 

Е, &>V, (1,1) ,=0 (®(1*) ) (1—0. ) 
XUEXIgCU,, 4 

Isl v, = 1928" 1, +181, 
则 对 t>0， 

К,(ы),= int Мао, ) 


£€U, 


也 是 L,(D) (1<р<+=) Бк, НЯ 
R(t) Xmin (1,6) Itl; Ki 0 
apime poo, aoth, di 


R, (£1) o=0 Colt?) «>к, (11) ,=0 (oft?) ) 


由 定理 3.18 直 接 导 出 如 下 逼近 等 价 定理 
定理 3.19 i ( L. } сыт, (D) (1X р +°° ) 到 自身 内 一 致 有 界线 性 算 子 pJ, Н 
通 合 以 下 条 件 ， 
1) 对 每 个 8EU。 有 
IL.Cg)—8l, «Mio. lgl v,,, (5.25) 
ILC) v,, , M: lgl o, (5.26) 
П) 对 每 个 t€ LCD), Ж 
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ILL CDo,, , «M36; НЬ (5.27) 


其 中 一 :0(n 一 十 co ) Hi&& ЖЕ (5.4) ， 则 对 每 个 :EL;(D) (1<р< t9) 
Mo Eya ( 0<c<1 ) ， 如 下 命题 是 等 价 的 ; 

1) #Є1,,а 

HM) Ye(5:),70(o(0)) (to*) 

ш) IL. CO 1 ›=0 (®($,) ) (n2 +оо ) 


特别 地 有 
推论 3.6 ”在 定理 3.19 条 件 下 ， 对 每 个 fEL*(D) 和 0<c<1 如 下 等 价 关系 成 立 ， 
IL.(t)—tl,=o(%6:1) (n—+e°) 
<=> 


1А ‚Сюй ((C,h)*, (C,h)* ) =O (h*° ) 
现在 利用 修正 光滑 模 o。( f,t ) 。( 参见 第 二 章 8 1.5) 可 以 建立 具有 量化 形式 的 逼近 
等 价 关系 ， 
定理 3.20 ”在 定理 3.19 条 件 下 ， 记 E.(f)=1L.(f) 一 fj ,, 则 有 


D ECO«k( о,(ьа-®) +1 1s) (5.28) 
其 中 K ,是 依赖 于 p 的 正 数 
п) 对 r>0 有 
o «лак» (и Ë imos) (5.29) 
к=1 
其 中 K EENM. 


证 明 1) 对 YgEUo， № (5,29) (Дф. =п-') 导出 
Е.(1)= IL.(t)—tl, 
K«IL.(G—8) — (1—в)1›+11.(в)—в1, 


&k(it-& lil lelv,,,) 
因此 有 
E.) «KK, (tÈ), 
由 定理 2.8 和 推论 2.2 导 出 。 


ECD<K( к,(фа-®) +11) 
<к,( a(t?) Lin) 
ЭТИ (5.28 ) 得 证 。 


П) ВНЖ (5.26) XIg EUH 
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(ао, Ms lel v,,, VOX 


记 M=M (>), sexti mmn] tcc рна 


BOS аа, {ЕКО}, 
则 有 ki=ki,。 Е МН. 
wires мг. 20 (5:31) 
由 定理 2.8 和 条 件 (5.26 ) (5.27) (3t'hé.=n-!) 导出 
io» (t05?) <o, (tnt), 


«it- n OL +E In CDL v, 


(5,30) 


«n, G1. а (200,0) V, пы то, 
«E, C) Mk LO Ms Тш, CO oo,, i 
Ж И ЖОЕ Н. ` 
То, (607?) <E OF E tuni (OFME о, 
IPK: =MM:>0, ХН (5.31), (5.35) 和 -rs "m 一 <1 导 出 
а, CD] vosa  Mik, Мм mE 


«MM; Itb<K: itl; 


"E 
又 注意 到 
ki LI м.=м" 
我 们 有 
£o, (опт) <E., (9+ 
ko @ " 
ib- ly. 
+K E аы, (laus. 
n i=0 п 


їп—1 E 
«E, GK NT X, CE iE. OK Tuan, 
«n, Ox" z ‚ЧЮ унты OK И], (5.23) 
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其 中 利用 了 如 下 不 等 式 
мї=м<(2)' ) Меса. 
另 一 方面 ， 由 于 
1 n . 
к Ë ‚| в 
让 一 


к.а", zo (Qni я e EG) 


P det n ck, Meca S 


Mi* xn 


k= 7 
19 n n K 
TL КЕ) мт Ev. ООУ ЕК0) 


L—1 E 
ib 
2x. E n. rm) 
其 中 Ks、K4 是 正常 数 ， 因 此 由 (5.32 ) 导出 ， 
tolta t) < n E (®)‘вкочкыи-Ча, 
=1 
因而 存在 正常 数 Ko 使 得 
п . 
etr) en o E Ф) ze), 
Bl (5.29) 得 证 。 
特别 地 ， 若 o(t) ED。( 0<a<1)， 则 有 


推论 3.7 在 定理 3.20 条 件 下 ， 则 对 EB。 (0<а<1) 和 f EL,(D) (1<p<+o ) 
如 下 等 价 关系 成 立 。 


п. =( (1))e>o, (e), =0( (1). 
证 明 <= во, (0,1), -o( o (1)), tr m SG) „+, эши 
(5.28) 导出 
15. G)7d»-o( o (12). | 
=>) 由 于 oEO. (0<a<1 ) ， 取 0Cr<1 使 得 c 十 r<1 利 用 Bari 一 Steckin Wr i (8 
计 定 理 有 


п 
EEG meto (1)) (5.33) 
ИЭ! КЕ 
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1 
e )«c. “2 =Can*o GD)< Cnt «(13 
1). 


因此 有 
s^ -o( o(})) (5.34) 
BB, BE. Sd LG) n =0( e (1) (5.29), (5.33) 及 (5.34 ) 导出 


s (r oe) en (а E40) nd ) 
= o(#)) 
证 毕 。 


由 定理 3.20 知 道 ， 由 
от), но (а) (а) 


可 推出 
о, Ctt) ,=О(1'°) (1—0) 
因而 有 
推论 3.8 在 定理 3.20 条 件 下 ， 对 !{EL;(D) (1S p.99 ) 和 0<<a<1， 如 下 命题 是 
等 价 的 。 
чу ti) ehe (n), 
п) 对 h>0 有 


1AÈCDI ( (ель)*, eh)e*) >O Ch2 ^ 
m) 对 t>0 有 

о, Св) ,=O(t'*); (t—0*), 
93 工 , 通 近 等 价 定 更 的 应 用 


现在 利用 $5.23 ILS ЕЯ, EERI ERER FARENE 
定理 。 

Bil 1005, ) .en 是 Sz"asz 一 Mirakjan 算 子 列 ,而 ( S? ) ,ex 是 Sz'asz—Kantorovich 
算 子 列 ， 取 mw(x)=w x, + 

U,= { glgEL, (0,59 ) 且 p:8"EL (0,co) }. 
Xis € U, A 305 181 v5,z 一 Jp*g let Igi. Хщр(х)=/ x » FUARA 

bs 一 by hee 一 十 co 

因此 对 xE Съб, +e) 有 12 bo Са), OR 


Ww 


у, Сва) o= SER, ARCDIL (at, +o), 


我 们 有 
Fa 设 g(x)=v x, oE (0<а<1). ИЖЕ ЕТ, (6.9) (1<:<+oo) 如 
кашкан, 
0 is*o-n,-o(a(L)) а-ә), 
СОТА, (asus FOCO) (ao), 


特别 地 ， 当 o(t)=1"( 0<a<1 ) в, Ж 
Ils?(1)—fl,=0(n™) iA ( У, =) 70 Ch). 
Wu 03.19841 В ЕВ F fy z, 
命题 | 对 每 个 frEL。 [0,co ) 有 


IsfCOL «IG, ИС! 
证 明 因为 : 


E 
j Ó Su(x)dx= L 


Jobs, G) 一 ez) ， 所 以 由 Jensen 不 等 式 导 出 
h. 
Bekka Nur s Q P kl N aem 
isote( f. EE иб ' вх JP sits 


HI (S? ) .en 是 一 致 有 界 的 正 线性 算 子 列 。 
命题 2 对 每 个 EL,，( 0,co ) 有 


IS? CDI nl е, 


(5.36) 
le*st^()l, «nir, eas vog (5.41) 
其 中 mp(x)=w x. 
US ке 
证 明 记 Fo=n " uyu, mr 
k 


5 (вх) =п E (Fasen Р.) SaGO, 
к=0 x 


Ms css n^ Ts күк : 
х8? EE x) „коо. 
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于 是 有 


n Р c 
Isto) en E ва (и =) SACO tn Е Раб, аб) 


к= 
注意 到 
kys - 
ER kx) або 
m : 
E со 
R (& ox) soos f (к 50072400 поза) а 
[ово 284G) (FS n G0) dx. 
0 
因此 由 Jensen 不 等 式 导出 . 
is? (oi, ni ri ful est^ Cr) Ба, ` 
证 毕 。 
(5.35) Я (5.37) 导出 ， 对 每 个 EL (0,22) (1<р<+оо) ж 
IS*COLs,, 19 S СІ, +156 nl tl, (5.38) 
命题 3 对 每 个 8EU, 有 
ls*Ce)l,<KIle’ 1, (5.39) 
1o's* iG) KI o*g" Ь (5.40) 
其 中 K 为 正常 数 。 
证 明 由 于 


1 


1 
Прада 


0 


n |Р — Fasi] =n? 


1 
<" M(g ; k +r)ar 
其 中 м(«' ; k ++) 的 Hardy 一 Littiewood 极 大 函数 ， 因 此 有 


iSt Gl =h E, Gas Fa 5.09] 


1 
E ‚к \ . 
= (5 | макс dt BG) =S! ( MC) x) 
于 是 由 Hardy 不 等 式 ， 对 1<p< +ce 有 


t 


15: /G)l, «18? C M(Gg I, & IMCa DE, K, lg? 1, 
其 中 K, 是 仅 依赖 于 p 的 正 数 ， 而 当 p 一 1 时 有 


oo 1 1 
158 (8 ‘< [л fa le (Ecko) pa 
lo. К 
211 jg. lg COL a y 
AES, reps 


L оо 
=n f? f. 1 COL dc aca? h 
因此 (5.19) 得 证 ， 类 似 地 ， 利 用 


оо 
xS? (вох) =п*х X. (Рза 2E ai. Fa) а(х) 
k=0 


s] [| J | те СХЗ 


i 234. 
sexus fafa 


(Ки) в (8 — dr 


I š 
<2 dy o M(t” C)» К+т)ат (к=1.2, ) 。 
此 外 ， 注 意 到 恒等式 
О) 


因此 有 
оо 
xS?“ (вох) 一 nsx E (Foi 28,5. Е, ) Sax) 
k=0 
[Nee тт M 
Tex Ë nf БН ребро 


+n? (Ро, 26. : HFa: ) хе ** (5.41) 
所 以 当 p>1 时 有 i 


1;52"(в)1,<1м(е?в”)1,++ In? CF. —2F, iE Fa ) x77 


280 AP MEE 


zl d 
ex iet is | паров" eek) Hsu 
\ 072070 


3 
exin] Че] ax) E 
° 
| =P. 
<кїө'в ие Жиз +) "1 (s p-i 


Wi*Mp-1M, № (5.41 ) 直接 估计 可 得 
о: (e)l «Кее. 
FE (5.40) 得 证 。 
命题 4 对 每 个 gEU, (I po) 有 
ЗК C Ho!g" 1,181, ) =K 181 u: (5.42) 
其 中 mp(x) 一 wx 
证 明 设 yEC* (0ce)，0Swzx)<! 且 


1 x&t 
x 
° x2 


由 导数 括 补 不 等 式 ( 或 Stein 不 等 式 ) 有 
1g Kat ls" l &K Clelyt 1671) 
所 以 
Ig [Ж r+, о) SK(Isl + 161 1,(+,**)) 
«КОБ ЕСФ) КЇ, (5.43) 


< 


记 BCDE), Suppe C57), МАНЫ, Co (Ire) 


Н. Supp [EP 内 ， 由 分 部 积分 得 到 u 
If E sonos lf | si) (f, "aCOas)ex | 
«вч. Гы, c 


&Kgle'sil,l hl. C5.44) 


其 中 应 用 了 Hardy 极 大 不 等 式 ， 因 为 hEL。( 0, oo ) 是 任意 的 ， 所 以 由 (5.48 ) 导出 
ЕК" ВК", co d) + 
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Не ИЕ у uy Не ca, =>) 
因此 由 ( 5，47 ) 得 到 
Igi lk lal , 
从 而 得 到 ( 5，42 ) 、 证 毕 。 
| 命题 5 XHETSCU, (Ip oo ) 有 
k H K zm А 
I5. *68)—S. el <É lel vss, " . (5 48) 
* ` * M 
15.(в)—в>< К lsl vos . ages 
证 明 首先 注意 


оо ү kt 
весов E faf x коа) 
в; . + 
RS ERA \ 
Ef {+&-®ўиз„бә z 


0 aa N 
= n x 一 
у: f, в’ (o--)audt Su) 


故 有 


` 


оо lot 
7085) вв Е n f 9 | fv Cot leues 


1 1 : 
co y Eu 
> ЖИГ \ 
ESO D к (а А k: fe ae Su GO i 


1 
<! EE j r2 кушш Sa(x) 
Ж <p<-r°°, H Jensen 不 等 式 导出 


оо оо 1. | n 
so-so H | к js (+! Pau еу 


п\к=0 70 


° L L 
< r [пач D 


252 


TEM oder 
" » ” gl» 
LE ls сот) „Eb o, 


利用 (5.42) 导出 
1520) —5.(в)1,< É lal c. 
其 次 ， 对 8 EU。( 1<p<< 十 ce ) iii Taylor 展开 有 


Кони бау St et oar 


由 于 对 C(0 (73) ECO) f| c I 和 s.(t 一 x,x)=0， 导 出 


Бов) воо ss (1| ааваа! х), 
当 p 一 1 时， 利用 极 大 函数 M(*) 和 Hardy 极 大 不 等 式 得 到 ， 
О О 
О = James ot 
<Er los <E li] ш. 
而 p=1 有 


k 


IS.(e)=sh <} Г EL 


< [К qe [К k 
1 5 4а” " 
Е ( f? T пр f? u lg*Cu)] D 


ee k k 4 
=L z ( fe» "С eu( j п абак 


‚к 
ПЕСКОВ 


2k=0 
ө "x 
БТИ) 
п 
=i f uran du [Года 
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E шү з Paka; y 
n n М 

+= ( f: + In. lg w f, As бак} 

其 中 最 后 一 步 利用 如 下 事实 : 


К S, (x) oS. -1(x) (ko) 
2 nx 


ж 
| K š 


(5.47) 


к_ | =к_ 
由 于 [^ 87 8, Ox Mac E ott, siu жира | п-* 
ох ох 


Sa(x)dx-0, МИЯ 
u К-х 
| 8 s.CGOax>o (а>), 
ох * 


BUE и 使 得 对 x<u 和 立 分 大 k AE 一 x>>0， 并 注意 到 


k 
оо n “*S.(x)=S.(x)+S, ( t—x,x) 9S (x) 


x 
k=1 " , Е" 


У 

МЫ (5.47) 得 到 5 

(0s); fratre sacoea+ 
u 


r (°%® [a E -x 
+], аео f, (=: вооон 
-lf шеол s.Goax 
0 0 
=з f, ава) lu Тева Ко, Y 


所 以 (5.46 ) 得 证 。 
命题 68 对 每 人 EU,(1<p<+ 吕 ) 有 


15-м «E Шо, 
WEB] ш (5.45) f (5.46) № 
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(5.48) 


151(в)—в1,< 151(в)—5.(а)1,+15.(в)—в1„ 
<$ lel vpzo 
ip 
由 合 题 1 —os L, ЖЗ St } .ev 和 9, 一 二 ， 定 理 3.19 中 的 条 件 (5.25) 一 (5-27) 


全 部 适合 ， 从 而 证 得 系 ! 的 断言 。 又 由 推论 3.7 导 出 
Ж? 对 每 个 0€ 9D。( 0<a<l ) flg€ L,(0,o9) (1«&p--Fco ) ， 如 下 命题 是 等 价 的 


0 Istco- d ,=0( «(1)) (а + ) 


9 esr. -) m o( (12) (п eo ) 
特别 地 ， 若 a(t)=t” (0<а<1) 则 有 
I1s*(1)-1,—0(n7*) (п +оо ) «o, (1,1),=0(1°) (10°) 
其 中 ф(х)=у x. 
应 当 指出 ， 例 1 所 采用 的 方法 是 由 V, Totik 首先 提出 的 。 
#2 设 {B,} „єк 是 Bernstein 算 子 列 ,而 (P.) ,en 是 Bern stein 一 Kan torovich 算 子 
列 ， 取 w(x) 一 wxCi 一 x)， 令 
U,- 48 81» (0.1) Ho'g" €L, (0.1) } 
XgC€U, ^ 181 terio edt lali. 由 e(x)7- vx(i—x) 和 b>0 得 到 
于 hr bh" 一直 hs， 注意 到 当 h 一 0 时 有 
h*=h*+O(h’), he*=1—h:+O(h’), 


хая (В, үрү) 有 1 二 hp'(x)>K>0， 所 以 可 取 


he 一 


уо), Зар. A DL, Ch, 178* ) 


我 们 有 
X iRo(x)=V ха-х), e€. (0a), HIEL, (0,1) (1<р< +), 
加 下 命题 是 等 价 的 ， 
i) IP.()—1l,=o( o L ), (no), 
Н) ТА, СОН, chr,1 ht] 09 Соб?) ) (һ—0°) 
特别 地 ， 当 a(t)=1°( 0<a<1 ) в, в 
1Р,@)—й,=о (а-°) SSAC гъз, gi оьз) 
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Жа XH$^oCo.(0CaX1 ) MEL, (0,1) (1<р< +оо), щи ов , 
如 下 命题 是 等 价 的 ， 


D IP.(0)—t1,=o( o(1)), 


(715). 

特别 地 ， 若 о(т)=ї* (0<а<!), ， 则 有 
IP.(t]—fi,=o (n-*) (п +оо ) &xo, ({,‹),=с(ї'°) (1707). 
为 证 明 系 3 一 4， 应 用 定理 3.19 和 推论 ?3.7， 我 们 只 需要 证 明 如 下 命题 。 
命题 7 对 每 个 EL，[0.1] 有 


ЧР. < И, (5.49) 

lo PICDI ,Knitl , (5.50) 
而 对 每 个 8gEU。 有 

lg*PiG)i,«Klo'g"l , (5.51) 

Тк v,, (5.52) 
和 

15) 7l Шо, (5.53) 


证 明 估计 式 ( 5.49 ) — (5.52 ) 的 证 明 与 命题 1 一 4 类 似 ， 所 以 我 们 仅 证 明 (5.53) 
首先 注意 到 
k+l 


а Tk 
ЇР.(а)—В.(а)! Een [e s in КЕ кмат, 
as 


1 n 
1 
«Hif (х +) lav „оў, 
Jota) (0) ка 一 x+ 由于 aa 二 和 Jen sen 不 等 式 ， 我 们 有 
xf ph: a мк, + 
IP.) - B o) < É { f Bep +) урадах } 
^n 


КЮ E 
Sus a ue ale, (5.54) 
其 次 ， 对 gEU, 由 Taylor 公 式 


= , EE LIA УЕ. 
в) во) +в (x) ю+2 |, Бао 
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ouo y Gt 007x708 Go ar 


由 于 对 rE(0,4 一 x), г. x€(0. э TE yK E orm 
所 以 有 


IB.Cg, x) — (х) 


x lx iM "Go -x- оваа) 


xü-x) 
对 P>1 MEX iC ) 和 极 大 不 等 式 有 
iB.G)8l в АР" морза”, 外 


=É (Cota «рет <É lelo, (5.55) 
对 р=1 由 Fubini 定理 导出 ( іар,, -:(х)=0) 


+ 
Isai iere f ШЕ ; UL иба) le’Cu)l upa GO ax 
n EA x 


-x 


k 
< J EPE [E-D рыб ах 


зік 


к 
< fA 21 = ja u(1—u) lg"(u)] du)o. GO }ах 


к 
-2( [ova ts) lau) f (p. б-р) ах 


< 三 Í: аба) ва) du) 1— 1 < lat o, 


nti 
由 对 称 关系 可 导出 
iB. Gili, cho ш, 
因而 得 到 
1B.(8) К los, (5.56) 


最 后 由 (5.54 ) (5.55 ) 和 (5.56 ) ФШ (5.53 ) 证 毕 。 

5.4 ”一致 通 近 的 等 价 定理 

设 D=(a,b) 代 表 区 间 I= (0,1) , в.= (0, +оо ) к= (о, +оо), Єсї(а,ь) 
Hi 


是 非 负 权 且 适合 第 二 章 8 1.5 中 列举 的 条 件 , 用 Cs(D) 表 示 C(D) 中 在 端点 a 和 b 具 有 有 限 极 
限 的 函数 全 体 、 记 
Uc= {elg EAC: Я ір?в"1с< +оо} 
对 g € Uc 规定 半 范 lel cm itg" lo, Ио 
к.б) Ep, (ваа 
为 C(D) 上 的 K 一 泛 函 ， 对 оЄФ, (0<а<і), ig 
Со, = Itlt€ C (D) HK Ct, )70(o60*)) 1707) è 
шт Lim, oC. оо, өг 
17.0 1 
` UcCC a, CCC (D), 
因此 Cs,o 是 C\(D) 的 插 补 空间 。 
车 对 gE Uc 规 定 半 范 lgl uc: 一 lslc 二 lp:g"ic， 则 对 t>0 
х,о) р {talctt: lel vca } 
dE C CD) E BK — IE BREL E 
Квинт lelct Ke Ct). 
因此 有 
1€ C eR, 70 (olt?) ) (i01), 
现在 对 fE CCD) ЛЖ 3EXÉ HEBES 


ost) oS LAG) catt 


"on xt бань) ТАЧ, os Col 
利用 定理 2.10 的 弱 等 价 关 系 得 到 
f€ Coo, (,0)70CoG?) ) са-0'). 
特别 地 ， 若 ao(t)=t" С0<а<1), ， 则 用 Cu,。 表 示 相 应 的 揪 补 空间 ， 由 定义 可 见 ， 
op (ft) 07) (1—0*) 等 价 于 对 党 h>0 且 使 得 x 土 hp(x)E (a,b) 有 


lA (fx) <Kh*° (5.57) 
将 hy(x) 改 为 hy 〈5.57) 变 形 为 

Ф*°(х)1ЛФ(,х)!<кв?° (5.58) 
因此 得 到 

ott) 707) (:—0*) 


<> 对 六 h>0 且 使 得 x+hE (a,b) 有 
#*°(х)\А (,х)| &Kh'* 


由 定理 3.18 导 出 如 下 一 般 逼 近 等 价 定理 
358 


定理 3:21 Gb LF ЕСА ЖЯ А-Я ЖЕРИ, HEA ЕЖЕ. 
1) XA g €Ucfr 


IL.(8)—glc<M$. lgl vc, (5.59) 

IL. CI ec, «Mi lgl vc, (5.60) 
n) 3XH$4 t€ C (D)# 

IL. CD] ee Mg И (5.61) 


3thó,—0* (пе +оо) 且 适 合 条 件 ( 5.4 ) 、 则 对 每 个 fE C, (D)flo€ 0, ( 0<а<1), 
如 下 命题 是 等 价 的 : 


1) #єс,,,. 
ID orlf,4)=0 CoG?) ) (i0), 
m) ILC) — flc-0 Co(9,) ) (n2 t9). 


特别 地 ， 若 a(t)=1” (0<а<!), Wf 
1L.(f)—flc=0($:)<=> 对 h>0 


IARC oche, пев) 7 0(h**) 
或 对 h>>0 且 使 得 x+ 上 hEcD 有 


p(X) JAC х) < КВ". 
类 似 于 定理 3,20, 我 们 有 
定理 3.22 ”在 定理 3.21 条 件 下 ， 若 记 Ex(f)=1Lx( 介 一 引 c， 则 有 


1) ECO<K (olta Ë+ Litic) (5.62) 
n) 对 r>0 有 
esteso E Kk EI n7 Hic) (5.63) 
-1 
ВК St, ЖК. 
应 当 指出 ， 着 定理 3,21 中 取 半 范 为 | * lug» № (5.62 ) 和 (5.63 ) 分 别 改 为 
0 EDS Ko,(sn- È), 
и) MrDOfÓ 
o» (Бп укыт E x" Et, 
=] 


其 中 K 是 与 fn 无 关 的 正 数 。 
现在 应 用 定理 3.21 到 一 类 正 线性 算 子 列 得 到 
定理 3.23 b {L} .es 是 C(D) 到 自身 内 正 线性 算 子 列 且 对 xED 有 
і. (1,х) =1+0($,), L(t,x)=x+O($.) 


L, (бох) х) < Kó,p*(x) (5.64) 
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ФОН НЕЕ E El deles REER inak H 
(5.4) . 此外， 若 还 满足 如 下 条 件 ， 
1) 对 每 个 gEUc， 有 


роса vc, | (5.65) 
п) 对 每 个 KE CL CD dis 


Тек Ик, | n (5.66) 


则 对 每 个 {EC。《D) 和 wm E0D。( 0<a<1)， 如 下 命题 是 等 价 的 ， 
1) f€Coo, 
и) 11.4) flc-0 (в($,) ) (n9), 
Hn) ot 079 (olt?) ) (0-0%) 
特别 地 ， 若 o(:)= CoXaci), W 
й.()у—с=о(Ф1)<=>{Һ>0Н#@х+һЄ D 有 


ф(х) А, x) «kh? 
Во.) =0(?“) (1—0). 
Bip Я {5.1 ,ex 是 Szasz 一 Mirakjan 算 子 列 ， 则 对 xE (0,5 ) {{5.(1,х)=1, 


Salu хх 5, ((т—х)'›х) =-Х^—, ИМИ ф(х)=у x , фел! H (5.19) 
M (5.21) 断定 条 件 ( 5.65 ) M (5.66 ) 成 立 ， 即 对 每 个 :ECo(D) 有 
Прв) 1<2п Не 
而 对 每 个 gE Uc= {в вЄАС: Hixs" coo) 有 
191518) 1<<3 18|... 
因此 由 定理 3.23 得 到 
RI 对 每 个 ECs(0,co) 和 oEOo。(0<a<1) 有 
15,00) Не=о( «(1 ;)eo,, - (5070 (969). 
特别 地 有 
IS,.(r)—tic=o (п-* ) eo ft) =o(h*°), 
«—h^0Hx€ [h, 十 ce ) 有 
ХТА, х) =0 (в1* ) 
类 似 地 讨论 ， 我 们 有 
Ж? dE (ML) .en 是 Meyer 一 Kinig and Zeellr 算 子 列 ， 则 有 Ms(1zx) 一 1 
M.(t,x)=x 和 I 


M. (G= Qux) ХК" в, (1,2, nt2) x) 
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р(х) x (1-х), x€(0.1), ф.= 1, FARENC (0.1) Я 
oeg.(0<a<1) 有 全 
IM.(9—rle=o( (1) <=> о утих) Cot) =0 (о) 


特别 地 有 
IM.(t)—tlc=o (п-*) —> zx) (1) =0(1*°) 
<> 09020, x€ (h,1-h) 有 
х*(1-х)* "АЕ Сх) z0(nh!*). 
TFiiifibGammaX T-9if5— ЖЕН. 
ff: № {G ) „е батпайт, 对 fEC (0,99) 有 


G.(f,x)= x = Гела 


= NIS (2)au 


Jobi (0) X erat, FAE ( 0,eo ) 有 


6.(1,х)=1, 6.(х)=х 
和 


G.((t—x)’,x) == 
iio) x, d. lia 


Uc= (glgC ACH. H Ix'g"lc +оо y, ` 
对 8EUc 有 
re LI . 
Ix*G1(g,x)|=| f, xe'(h ru ed 


= G. C Ф?в”,х ) | KIo'g"lc. 
Wi (5.65 ) 成 立 。 ЖЯНЕС. (0,99 ) 有 


поте |, c iier (a 
-f К ((а+1-хи)'в,(х,и)—(а+1)в,(х,ч)) Jdu 
所 以 


ноа aid Í Com в, Са) а Cat) ) 
0 


<: =3(n+1) Ис 
即 ( 5.66 ) ж, Mit E383, 208 2j Р 
ЖЗ 对 每 个 EC。 (ose) Жо ED. ( 0<o<1) FGN- tlc o( (1) ` 
«>0,(610)=0 (olt?) ) (1—0*) 
特别 地 ， 有 


1G。(0) 一 flcco(n-*)4-»o. (t, 070 (117) <> 对 h>0 和 xE Cr, +=)я 
х! | Ai, х) =о(һ*°). 


5.5 БШЕТШ 


DER жак, xit CCD)RGERGKE и1= Š, 1G) . 记 


с,(р)= ( НЕЕ cCD) HIf] + J, 
Uc= (glg€c'CD) Hlg"l «ee ) . 
Ха € Uc 规定 半 范 |gl co Lg" V. ЖУКИ, 得 到 
定理 3.24 ECL, ) sex 是 C(D) 到 自身 内 的 一 致 有 界线 性 算 子 列 ， 且 适 合 如 下 条 
1) 对 每 个 gE Uc，x ED 有 


iz, (вох) —в(х)! 入 Mig(x)g。lglv sa (5.07) 
m | " 
ILE Cg x ) | <M: lgl v | I (5.68) 
п) 对 每 个 t€ c.(D), 有 Күү : ° 5 
‚ AT š 
Ini, x)! <M: so И (5.69) 


其 中 $, RAMONA ) 且 适 合 条 件 〈 5.4 ) ， 而 g(x) 之 0 且 对 b>>6 和 x ED 有 


ds d. Mh? 
fati о-в) (5.70) 


这 里 m(x， Ф(х®һ),ф(х)). 
Ореста 
1) fE Lip'a, 
и) 对 每 个 xED 有 


х) GO! 0 ( (4.605, (ao). 
证 明 1) =>!) 是 定理 2.18 的 直接 推论 、 下 面 证 明 ii) 一 >1)、 设 h>0 且 使 得 
x+hED、 出 条 件 得 到 


ПАС, х) = и(х+в)—2{(х)+(х—һ)\ 
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«(бху +) +z (ох) Кх LL. (6=x—h)= =» 


+IA1(L(D,x)I<M6. ¿` иво онр x— DES 


AS (1.00), x ) | M Có mGo9) ) E 144 LO )5 i 


用 fs 表示 { 的 二 阶 Stckiov 平 均 ， 并 注意 到 L.( 和 x)EUc, 所 以 有 
h =a 


2 
IA CLAD Со) fes at 
c ‚, 
2 
h h. 
2 3 
< исме f асве) аа 
-h -R | 
2 2 


«мив р о rata 
тв 
2 


因此 由 (5.70 ) 导出 
IA: CL x) (ue 3 37 (54) 


к š 
IARC ху м( Como) Vis Vei) t ae) 


W 6 适合 如 下 不 等 式 ， 
Мф, Ву «V6. Im(x,h) 
由 条 件 (5 4 ) 导出 


ac. d, шу m Sons) 人 KC VAR) 
因而 有 - 

{Ау < (on (В) out,8)) 
š | 

ostt,b) (a OS) ost) ) 


Wit Hi Lorertz—Hermanns| Bi ili, Ха 2150. (63) c(3:)(890' ), B: 
f€ Lip'oi£', 
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Ти ВИРА 5.70) ебх), ИШ 
5133,18. ф(х) =1+0х? ( ас,хЄ(—оә, +оо) ) . Roch 1f 


E 
2 
dsd 
f LN Gn) 
в А 
其 中 MARR FER, 


证 明 当 a=0 时 ，( 5.71 ) 成 立 是 明显 的 , 现 设 0<hb<1.o>0。 若 xE Coh) ， 则 有 
l1+a(x+h)'<1+4ah:SN1+4a 


所 以 
в à 
2 
dsd ds dt G+4ayht 
| IE фату" Í kasa ЗВ обв)" 
h 
72 2: 
又 因为 4hx<5(x 一 h ) :十 5， 所 以 有 
Š (1+a(x—h)? ) (0<o<1) 
Ahx« ч 
5 1a(x—h)! ) с>) 


因此 Xix2h, >H 


ds dt 4ahx 
fato 25 (ру) раву» 


ioe) Y ua DE 


因而 只 要 取 M。=max ( 1440, 1--5max(e,1) ) ， 对 x 之 9 估计 式 (5.71) ж. Ж 似 地 
可 以 证 明 对 x<<0 估 计 式 也 成 立 、 证 当 。 
3143,14 设 ,p(x)=x (1+9) (620, x20), ， 刚 对 0<h<1、x>h 有 


N h ; zc 
? ds dt Mh? | Ы 
r | [етты Ж mCx,h) (5.72) 
I z 
/ Я 
其 中 M。 是 依赖 于 a 的 正 数 。 


证 明 ”由 于 对 g 之 h、0<h<1 有 
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h E "e 


Z вй Q [í` : dics 
| + ^ | } АХ LeGRSEO) 


BT C) 
2 
Ai das x) ^ a= Tn imt eMe 
{Счм—КЕа(1+в;),х) а>0 
于 是 ， 当 a= 0 时 ， 若 кє [hy2h] 有 dea 
h h K Ë 


| tts FE тел 
2 g 


АА) |, 


6h? 

x+h’ 

вх, Wibdisx—h)oekh, ИА 
һ 


[Г в. № sh? 


=2hln2<6h*/3h< 
А 


_h x+s+tS x—h S x+ 
2 


FERM = 6 得 到 估计 (5.72). 
dU MaD0oN, #x€ (h,2h) (0<h<1), WH 
h h 
2 ds 2 аа 
сбоя 
2 2 


= Аим A+. Aot (1 +at),h) 
1 十 2ah С ah)? 


1 
= 2hIn2—2hin — rr + FL “TF Zah 


1 
<nhn2+1 In (i+ 9 аА 


1 
«aio = 2h(In24- + 


1+3ah 6(1++3а),, é 


6h На +3ahy Se(x+h) 


其 中 利用 不 等 式 , XIX € (h,2h) # (xh) (1+a(x+h))<3h (1+3ah Y, 


则 有 


E 


| j: ds dt. h: 
һоро" тозан) 


#х>2һ 


lh Ph ` oh? 
Gb isi aH 
因此 只 要 取 M。= max (9,6(143а) ) 便 得 到 估计 《5.72 ) ШР. 
3183.15 Ш9бо-х(-х) (x€ (0.1) ) ， 则 对 0<h< 二 ，xE (1-1) 有 


2 dsd Mh? 
jf hots tiS m(x, h) (5.73) 
2 


AED BochcL, ИЯ ИЯ Chs2h) ， [2h,1 一 2h) 和 (1—2h,1—h) 证 
明 (5.73) 成 立即 可 ， 由 对 称 关 系 ， 仅 需 讨论 xE Ch,2h) fx € (2h,1—2h) 。 
# x€ [hy2h] (och 二 )， 则 有 
h h 


ff dsdt n- as dt 
_һе(+‹+х) _ hx 十 5 十 bD(1 一 x 一 s 一 1) 
2 2 
h 


2 
H ds dt 
ER j Ктр: 一 X 一 ъ2М2 


6h* 6h* . 12h? 
< т) ОРЫ) -xB x(1—3). 
由 于 GO Co, 12 ЖЕЙН, ВРИЛ x€ (1,2) (chc) 
һ 


i dsdt <- Ru 
EL rei x—-h 


m 
SGF 
其 中 利用 关系 h<x 一 h。 


其 次 ， 若 xE〔2h,1 一 2h] ， 则 有 1 一 x 一 hb 之 二 (1 一 x) 之 4(1 一 x 十 bh) 因此 有 


3h* 
pe = бю 


х 


и? Sit < 6һ* < 12h* 
- Вебе) очну 05 #(x—h) 


故 对 xE [2h,1 —282 (0<h< PLI 
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h 


ДЕСЕ Е < у 


于 是 估计 式 ( 5.73 ) 得 证 。 
31543.16 р(х) х0 —x)'^ (0<B<1 )， 则 对 0<h< 汪 和 xE (h,1—h) 有 
h 
2 ва Mgh? 
т m(x,h) (5.74) 
2 


其 中 Me 是 正常 数 ， 特 别 应 当 注意 , 当 B 一 1 时 ,上 式 右 端 积分 是 发 散 的 ,所 以 估计 式 ( 5.74) 
不 成 立 。 


证 明 设 0<h< 语 。 我 们 分 别 在 Ch,2h] 、 (аъ 26) 和 (1 一 2b,1 一 h 中 讨论 。 


由 于 对 xE (h,2h) 和 x € (2h,1—2h 的 讨论 与 引 理 3.15 类 似 ， 所 以 不 再 重复 ,这 里 仅 讨 
x€ [1 一 2h,1 一 h) 的 情况 。 


KERAS o MA 
А 


Swim 


ds dt 


| о сау] 及 һау» 


=G F a |ü а) ае ху В) 


<= SF x+h) 20 x) аар xh) -1 ху) 
Mgh* Mgh* 
CR)" mS)" 
其 中 利用 PCx) 在 C1 一 2h,1 一 h] (о<һ< урн, 
其 次 ， 
в 
"m ds dt f 2 ва 
-BHES ë ие [этке 
2 


ij È dsdi (2in2) 
Apt her Сы 


ger 


` Mah? 
 m(x,h) ° 


(5.74). 
作为 定理 3.24 克 应 外 ， 有 如 下 结果 
RI GUB.) .ex 时 Beristein 算 子 列 ， 则 对 鱼 个 EC (0.1) 和 0<o<2， 如 下 命题 


1) 对 每 全 xE (01) 有 


їв,(ьху-ху=о( 906791) (9), 
н) f€Lip*a, Bl 
xh YA (= (h) (i) 


证 明 FEE (0,1) эВ, ,х)=1,В,(т,х)у=хїйВ, ( (—х)* к) 830079, 
所 以 对 每 个 gEUc 和 xE (0,1) 有 
IBe] «i 979 рь 
Ró.= n 、%(Cx)=x(1 一 x)、 并 由 引 理 3.15 得 到 (5.67) 和 (5.70) 成 立 
其 次 ， 由 于 对 每 个 SEUc 有 
n—2 3 
BI(g,x)= n(n-1) E A; (в, Кур, а-а) 
к=) * n 
所 以 对 x€ [0.1) 有 
n—2 
1BzCg, x)! Жа Е А" (в, jp. ,- G) 


n-2 
< E 
к= 


ма-а (х) = |g lu 


# (5.68 ) 成 立 。 
最 后 ， 由 于 对 每 个 ' EC (0.1) 有 


LI Л ` 
Besha) E a EO 


: : кох 
其 中 YaCx 一 К—х, а-к) .由 于 对 x € (0.12 有 (1 一 2x) 5 + >t, 
所 以 
Сол =x) cQ ox) + 5 
因此 对 xE (0.1) 有 
464 


— — 
一- 一 一 一 一 一 一 一 


ше < Су)" 3, тааб) 
" n ү 2 k 2 
«Gi x3) in E (x) *G-20E 4 auo) 


«це 
BD (5.69) 成 立 ， 于 是 由 定理 3.24 导 出 所 需 的 结论 证 毕 。 
Ж? (D, } .en 是 修正 的 Durrmeyer 一 Bernstein 算 子 列 ， 则 对 每 个 EC (0.1) 和 
0<o<2， 如 下 命题 是 等 价 的 : 
1) 对 每 个 zxE〔0.1] 有 


[3.657 Gol- o( 79) (249), 
п) t€ Lip'a, BD 
x€ [h АК х) 2 0(h*) (507). 
证 明 由 于 对 fEC (0.1) 有 
бу) E Фараб) x€ (01), 
其 中 
100) к=0 
$a (oo) Јове COR 1&k&n-i 
69) к=п 
所 以 对 xE (0.1) #0.(1,х)=1, Dix) xf 


B, (1-х), x) icm) 


因此 对 每 个 gE Uc 和 xE (0.1) 有 


[Б.(а,х)—#(х)!<1в” oom . 


р(х)=х(1—х).ф„= 1 п, HIE. 15 8 RECS 57) IC. T0) ЖЕ» 
其 次 ， 由 于 对 f EC (0.1) 有 


д an 
р.х) (ту) sO TP) 
„ГЕ = кх? " 

жфт б) (6-х) 2) =—5-. 所 以 对 xE (0.1) 有 
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Но x aO) ra) 


n 


一 2 хаю 


BIS. 60) ar, 
最 后 ， 由 5 对 E EUc 有 


Deos E фаб» GO E 
k=0 


п. ` pie 
=r(r—1) € АР ат.) 


其 中 
ООО] 
1 
= à faro n 
所 以 有 


人 cp = 
10, (g.x) | 7с [^i E р,-:,,6х)<18°% 
nfi ° k=0 


BD (5.68) 成 立 ， 因 此 由 定理 3,24 导 出 所 需 的 结论 ,证 毕 。 
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& 


ож ” 算 子 通 这 的 饱和 理论 


设 Q 是 实 勤 集合 ，p, 是 吕 的 极限 点 .X 是 赋 范 线性 空间 , {Lo} eo 是 X 到 自身 内 的 一 至 

有 界 的 线性 算 子 列 ， 若 对 每 个 : EX 有 
{„()—{1х=о(1) (о—ю,), 

则 说 (Lo } ea 是 X 上 的 逼近 恒 等 列 。 

记 

ICLo)= {fitEX 且 Lo(fD)sf，PEQ)， 
并 称 集合 I(L,) 为 { L, } oeo 的 不 动 元 集 。 

现在 讽 { L, } oeo EXERSA, KiE) (Оэр-р,) 使 得 如 下 条 件 


м. 
IDH EX 有 
Lim И 
т оу.” oset EI(L,) 
ПЕ ЄХ, 


IL Cr) 1х=0 ( (0) ) (р-р, ), 
则 说 算 子 序列 { Lo } veo 在 X 中 是 他 和 的 ，9(P) 为 { Lo } *eo 在 X 的 侈 和 阶 ， 而 又 中 的 子 集 
Fx(L.)= (t. lto 1L) HIC) воо С (0) ) } X ( L, ) „ко EX itf 
和 类 或 Favard 类 
通常 称 饱和 定义 中 的 条 件 1 ) 为 小 o 饱 和 条 件 , 而 满足 小 o 饱 和 条 件 的 算 子 序列 { 工 。} DA 
说 成 在 X 中 具有 小 o 饱 和 性 质 ， 或 { L, ) eo 在 X 中 是 小 o 饱 和 的 。 称 饱和 定义 中 的 条 件 荆 ) 
为 大 0 饱和 条 件 ， 面 满足 大 D 饱 和 条 件 的 算 子 序列 { L, ) "eo 说 成 在 X 中 具有 大 0 饱和 性 质 , 
或 {La} oco 在 X 中 是 大 O 人 饱和 的 、 
自然 要 问 ， 在 Xx 中 饱和 的 算 子 序列 {Lo ) peo 其 饱和 阶 g(P) 是 唯一 的 吗 ? 我 们 有 
3141. (R. А. DeVore ) 设 { L, } »eod&X Ба, ШРИ У, 
1)#4(6), «COME ( L, } „ко ВА, МЕ: 


9(2) (2) (р-р. ) 
(РД: CL, ) seo 的 饱和 阶 旦 有 弱 等 阶 关 系 
(XCP) (p—p,) 


则 w(P) 也 是 { L, } “ec 的 饱和 阶 . 
证 明 首先 设 p(P)，#(P) 都 是 { L。} »coftX EBS SRI (89849 Ur X (0) (0) 
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(орь) жай, ЖА Lim 00) Las шу о-о, (joo) 使 得 


p^, %(0) 
Lim P) _ 
: j^? Ф 2) eu 
BUT 4(0)3& { Lo ) seo 的 饱和 阶 ， 所 以 由 大 0 饱和 条 件 I), ЕЕ EXNICL,), ЖЕ 
ILalts)—folx=0 (4(2) ) (р—ою„), 


于 是 有 
Tro, (te)—t lx=0 (921) ) -0(9(2)) (j 一 十 oo ) 因此 得 到 


_Lim По 
Р-Р. О] 

又 因为 8(p) 也 是 ( L, } seo 的 饱和 阶 ， 所 以 由 小 o 饱 和 条 林 推 出 f。 € 1L), 与 fo EXNI(L,) 

TOR, МИЯ 


Lim (о). з 
225- EO c>, 


即 存在 Cr>0 使 得 
WP) - 
КО] >с.>0 c P.) 
同样 可 证 ， 存 在 C:>0 使 得 
90) с, - 
400) 26:20 (р-р,) 
因此 得 到 
(оўо) (р-р). 
hn 159i. t 
其 次 ， 设 9(O) 是 { Lo。 } seo 在 X 上 的 饱和 阶 且 
9(р)Ж (р) (20-2. ) 
即 存在 C1，C:>0 使 得 Ң 
360). PES m 
0<.<0(6) «ei (р-р. ) 
ФАН отже, НЕХ 
Li lLo(t)—fl Li (lLe(f)—t lx 
гиф umm ia 4 TAH e A 


=> єє.) 
而 由 大 0 饱和 条 件 导出 ， 存 在 fuEX\I(L。 ) 有 
IL,(t.)—t  lb=O( (0) ) =o ( $(2) ) (P=>P.). 
ЯГА (р) ( L, } seo 在 X 上 的 饱和 阶 .证 毕 
由 引 理 4'1 的 断言 可 见 ， 在 弱 等 价 意 义 于 { L。} oeo 在 X 上 的 饱和 阶 是 唯一 的 ， 从 而 方 便 了 
对 饱和 理论 的 研究 ， 
НН, R'A. DeVore 首 先 在 小 o 饱 和 条 件 中 用 下 限 代替 极限 ， 这 样 才 使 得 侈 和 阶 
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的 唯一 性 得 到 满足 。 


本 章 将 分 别 研究 周期 卷 积 算 子 族 ， 一 致 有 界线 性 算 子 族 的 依 范 勤 伯 和 性质 和 点 态 人 和 
性 质 ， 并 建立 一 般 的 饱和 定理 。 


$1 周期 函数 类 的 Fourier 特 征 


为 了 研究 周期 卷 积 算 子 族 在 XP。( i<p<- e° ) 上 的 饱和 性 质 。P*L*Butzer 提出 了 
BH "Fourierfkrj» , Wit, ЖЖ SOS ROBORIS I Fourier BIS ed 
1.1. 可 微 周期 函数 类 的 Fourier 特 征 


М ЖШ В Fourier 系数 的 一 些 重要 放 质 ， 设 r€ L], JKiFourier K 838 
700) 00) | (oea (кєл), - 
则 有 
13Hg4x€z, Илии. 
工 ) 由 于 对 每 个 kE Z, 
fo0- à | MIO E ))e"e 
所 以 有 
[20| G3 
因此 有 了 (Kk) 一 0 《lk 一 十 2) 
页 ) 对 任意 实数 h， 有 


£C) ^ Qo 2e к) (кє2) aa) 
从 而 有 


^ £1 ^ 
мао E (D бусы“ 
一 0 


=} hkj 人 
= cu ge h too 


j= 
jkh ^ 
一 ( dr у (k) 
коне 有 fk)=0 (KEZ) МО) 0(а„е), dr) C€ ZH), 


КОДОО 
213 


+e 
: S&ce(c] — 是 一 复数 列 、 令 
А к= оо 
f, EN 
E iC’)? Gp), 
Ich=| xz 
kez СИ (p +оо), 


= {ве (с, ) caer } 
1. = (c |ce 1, нс,-о(—+е°) } 
VE rELL, іа ( Тоо}, mte i. 从 而 有 


(еш, Jer I 


包含 关系 ( 1"3 ) 是 真 包含 、 例 如 三 角 级 数 <) Е, 对 x 点 点 收敛 ， 但 由 于 


оо 1 оо š 
PELLEM LM 


此 取 


a= (ac), 


1. К>? 
a= ( Tak , 
0 к<2 
出 有 ae 0, Bagle. 
为 了 讨论 可 御 的 局 期 函数 类 的 Fourier 特 征 ， 我 们 还 需要 如 下 引 理 
引 再 4.2 设 rEN， хї={гиєх} н ex? } 如 下 断言 成 立 


1 янєх (1<p<+ee), ， 则 对 每 个 k E Z 有 


to Та) (ik ) Fk). a) 
ID) 设 KEX8。， 若 存在 5gEX?。 使 得 对 kE zh 


8) = Gk)! 2 (к). (1*5) 
则 (EXp。 


证 明 首先 设 :EXS 我 们 只 证 明 r 一 1 的 情况 ， 对 一 般 的 rEN, 可 应 用 归纳 法 证 得 由 于 
1€xb., ПИЖ 
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«^o 4. [^ recita 
利用 分 部 积分 法 得 


人 -ikt Qu (7 uie 
GROTA EON ное a) 


л 


и fom di Gk) f (k) 


即 对 k EZ 有 
(t')^00-GO0 Гк)» 
(1-4) 得 证 。 
其 次 ， 设 存在 &EX8。 使 得 对 每 个 kE Z 有 
8) T). 


4 
©ь(х)=в(х), 


e.c [^ Card- 6 coaxe 
-x 


o» j^ (616-100) Jas. 


a= |" (062-65 c Jax, 


мо (Ех: B. о UG) =вбх) (avo), НН. ФН 
20926 0^0) - (6: (к), 
于 是 由 条 件 (1.5) 得 到 对 每 个 KE ZN\《 0 ) 有 
6.к)= ?@) 
AUR кйш ү ) 导 出 
4(х)—0.(х)= f (0)— 8,00) Care) 
因此 得 到 
16070,G) 160) - 840) € xi." 
证 站 


#75 


RER { о, } .ez 是 已 知 的 复数 列 ， 记 
Wr) 一 {tIfEX 吕 且 存在 6EX ‚Р 使 得 ОЕ, 162). 
于 是 引 理 4.2 导 出 , UL rex) epo), ИМ 
text e» rew,[ Gor) (1.5) 


其 中 rEN。 
更 一 般 地 ， 记 


| (D eAcuni eu p (pee). 


у= 


{rite LP, 存在 b=f(a,e) HOEL }, Qr). 


[тє 2 ее ise) 607206 ACn 07D envi } (n. ) 
WEE. X CV (1<р<-+©°, r€N). Xie 
{г XD dés CU ВРЕ О) (к) н (рее, ) 
(rite Liz и € ВУ: иди О): S. 
ЯВ, W. {фи} mV) (1<р<+® ) 

关于 у, 类 函数 的 Fourier 特 征 有 


vite) = { 


引 理 4.3 BIEX, (1<р<+%), rEN， 则 有 


revi e rev.[ аю'}. qu 


证 明 当 1< p< 十 时 ， 等 价 关系 (1*7 ) 的 证 明 与 引 理 4.2 的 证 明 相向， 我们 仪 常 证 
明 F 二 1 时 等 价 关系 (1.7 ) RAE ” 


=>). BrCV', Фе Са,е) RU P eacus 4 Юеву. и ПЕЙ 
à x 
«€? vas | се 


利用 分 部 积分 法 和 ( 1.4 ) 得 到 ， 对 每 个 -EZ 有 
МОЯ 
取 а-а 


av()-Gk T) (62), 
mev (Gk). 
<). ВСУ, (GIO!) ， 即 存在 4 € BV: КЕ Z, A 


py 


ОО) 


x x 
sco- f du(t) 4v (0) Í dt 
-x TX 


[Xo j: (ax...) - GC0))ax.-. 
ы. 


х ^ 
6..627 | (6.070 G0))ax, 
TX 


(1.8) 


МО, САС"? н ¿G(-DGO=duG) (ave)， 于 是 对 每 个 KEZ 有 


uv Go) eC o Goo. ao 
H (1.8) №3, XIKCZN {0} 有 
9,5097 109), 
从 而 由 IV ) 导出 
£(x)=G.1(x)+ È (0)7 67. (0€ V*, 
证 毕 i 
31 84.4. ЄХ (ipe Fo), r€N, М 
1€ Vi € W (t ),=o(r) (07). 


证 明 =>). BREV p=, MI> 有 


hh h 
Axa | fi fO Grattan, 


因此 有 
пасон <и г 


车 1<p<< 十 co， 则 对 h>0 有 
heh ph Cr) 
aste | f f e Goku; +u, durdurdu, s 
因此 由 Minkowski 不 等 式 导出 
r (О, р 
LARO <I 901, a 
荐 gp 一 1， 由 于 对 h>0 有 


(1.9) 


(1.10) 


Alti) Av AR (D, xm AT I, xk) AT It. x) 
l T 
=n"! 7] C6? Сх вш Ва 0) 
eI авы + ева) ааа 


所 以 £ 
IARC) SAT! oD +n) (rc) n 
因为 8 7 €BVi, BIDUO Cr-，) 是 单调 增加 的 ， 于 是 对 h>0 有 


WEDE e) (rc. Led Iu (Poen - GD J dx 
m -x 


nt+h x 
- is [nonas 去 MIS 


ah -z*h (1-1) 
- k: «Deoa | ” + (хах 
ath, 
[6-4] ax 
х 


а i (Их) О) n i вуз, 
因而 得 到 
lla) | «А070 sv, (2.12) 
HO.10-0.12)8880.(50»—0() — (0). 
<`. 设 (EX8 (1<р<+=)н 


- @.(11),=0(и) @-0*). 
即 对 h 一 多 有 
[ЖО 
— Ww -00) (1.13) 


F=, MODAL KARREN, rh G— о) RI ELS 使 得 对 
YS(x) ELLA 


27% 


№№ 


ялт 
Lim 1 Ap, (4х) ee 
em. | и 4f EE 


-x à 


FRIES GO me (C2). (1.2) 8 
š ikhj тд ^ 
Lim 9 f(k)= g(k) 


j 一 :oo 


或 对 每 个 EZ 有 _ 
g (k)=Gik)'f (k) 


所 以 有 f EV5。 
<р +оо, BO. 3) BILD HARREN, th ov (o +оо) ELE, 
а (Leo 


г 
Lim 1 (7 Ah(t,x) 2a p 
учуз, Eg SCOax= 去 scosCoax。 


同样 地 讨论 得 到 ， 对 每 个 EE Z 有 
GO T0)- S(Gk) 


即 fEVE (1<р<+оо), 


最 后 ， 若 p=1 令 
x T, 
u, (x)= ENG) 
СИИ c9 
Wi, САС:„, H 
Гаро 


h = 
ву, h, ol) 


于 是 利用 Helly 一 Baryik ЖЯ, fe cui v o 2) IL C BV:, 使 得 对 每 个 SCx)E Cia 
有 


Lim 1 


т г 
Ap (t.u) 
pues] зоо 
E 


z 
=} | saw 


ARREO =e (kez) 导出 
u“ бкуә(@к)' Гк) 
BD fEYVi 证 毕 。 
由 引 理 ?,3 得 到 ， 设 1EXB (1555), (C NUI 


#79 


o, (t, 70) (t0 <=> GC, oot) 6-00 CED 
因此 由 引 理 4,2-- 一 (НАГА Я ОК nn КЫНЕЛ, 
定理 4.1 REXI, (1<p<+°e°).r€ N, ИМЕЛИ, 


D1€vi, 
Drev fao}, 
Y)o.(G.0;-70() (0-9), 
М) «=, DES! (07). 
特别 地 ， 有 
推论 .1 TT 


2 
еу» 


1) Е У, {к:}, 

Y)oi(t,),—70(:*) (07). 

Wolt 0,70) (t 一 0*)。: I 
1.2. ЕЯ К М Роипег Е 


rex Rs (po), ж 


~ р t 
гов | or сё dt (1.15) 
КИЗ, Ч Cauchy 10 
Lim 1 
РУ. fta- cba dto e s= j а DIM a 
ЧЕ Lim, f(x). 


关于 共和 函数 Lusin 一 Privalov 得 到 如 下 结果 , r€ xC ee), 则 主 儿 乎 处 处 
存在 ， 且 有 


ID) 当 1<p< 十 c 时 ， 有 f E19. 且 
lni «M Eti, TU МИ, | а.) 


通称 (1 .16) 为 Riesz 不 等 式 。 
1 ) 当 p 二 1 时 ， 存 在 正常 数 M 使 得 
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mexico НИ бО!>у>о}<М туннан, 


Ме СИС: OB, ИСХ НА ПРЕ ЖЖ ORC) 。 


ЯЗ ИЖ Fourier Е, IINE LI M 
3184.5 对 每 个 kE Z， 有 

Lim 1 teilt ， 

80 XU eue = — isgnk. (1.18) 
证 明 ，k ==0 是 明显 的 ， м 由 于 


+= l+ 
+ ergg Е u ( 


j=-% Eai *a 
HROS || 过 zx 一 致 收 仇 ， 所 以 有 
Lim kt 
gm fosi" dt 
6< 11 «a 
Lim (1 es x ГЕ m 
“4—0” к mata 1. ас M 
Lim 1 | ein 
70-05 aeuo t 
nikl .. 
M „от MN 
lk] 
一 一 isgnk 。 
юр 


H (1:18) 导出 ， 对 每 个 5EZ 有 
5. T 1 tuw 
t  (k)= f okehe tg oe dt 


因此 ， 车 了 ELJ， 则 其 Fourier 系 数 有 


no imas «£500 (вап) f(k) (1.29) 
Щй, HIELP (1р +оо), MIELL ug eL LIECHET CC 我 们 有 


+= 4 + A 
t- E TY беле и (-isgnk) f (&)e?**, 


= 
® 


mx P gt r 
у, ={atexgaiev5 }. 
ШУК 18€ X P pe ro), M 


r€ ү, eoo)" ao) 
5 (р: 
> (ED, t) FO) =o") 


关于 VE 的 Fourier 特 征 有 如 下 结果 。 


81746 fEX8 (1<р<+%), r€N, W 
t€ V. C rev, Í Ciseni) Gx) } (1.20) 
证 明 ,由 于 1€ XB.(1<p<+ 吕 ) 则 由 定理 4.1 得 到 
169: (Tevi (fev, (ao) (1.21) 
Wi, #1<р<+, MAOORI R GU feles € LP, 使 得 对 每 个 FEZ 有 
КОБИ 


又 由 (1,19) 导 出 ， 对 每 个 :EZ 有 
2 (к) = GIO CC isenlO f GO. 


mire v, ( С-ізвпк) Gk) <р е), dip 1 时 ， 则 (1,21) 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 
HE BV:, 使 得 对 每 个 kEZ 有 

u (ю=(к) 0) 
НА, Н(1.19)#ФШ, КЄ 

n Y (k)=(—isgnk)(Gk)' f(k), 


m rev (~isenk) Gk) }. ДНЕ 
由 上 述 的 结论 导出 ， 函 数 类 V5 的 如 下 特征 定理 。 
定理 4.2 设 1EX? (1<р<+), r€ 7, 则 如 命题 是 等 价 的 : 


#82 $ 


Drevi, ... : 
c v, Í Cien) бю}. j 
Eo (f.d. —0(0) (1—0*), А E 
Wa ГӘ, Ds 00) (а-о. 

特别 地 ， 有 ' 

diea @гЄХР (ipo, итш» 
Dri? 
rc v ( Gsenk) ke). 


Do(,0.-0) 0-05), 


Wolf 0) 000) " (107). 


1:38E REDE Fourier RON ЗЕК. 
е ыйынан, з 
ie e[ fife (00 hie ER } aeos), 
ci ( fi fet ЖЮ есь. }. 
B сс 071), ИЗБЕ Ca ue € /0 应 具有 您 样 的 条 
件 才能 使 得 EL 入 (1 p +оо) 或 XE Ci Wr 准确 地 说 ， 复 数列 ?应 具有 怎样 的 条 件 
才能 确保 在 在 gEL8。 (Hc peo ) 或 8E Ci 使 得 对 每 个 KEZ 有 BC 一 Nt 呢 ? + 
000 (ху= ү (= IE )мейкх (1-22) 
我 们 有 
жан go [Juez es » 


I ecce A) ос, 500) (m. n=). 
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Dicto» Foa =o) Ств кеу. 
Вулси) (eO) „=о@) (po). 
证 明 =>), 设 )EC:. 或 EL (1<p<+oo ) ， 即 存在 8EXB 
(1<p<+ee ) 使 得 S Om (єн); 于 是 由 卷 积 运算 性 质 ， 有 


oz PR HE лье 
=, K i= M VE (Oe o, (gx) 
Kiho Ере jer ET, НЕЕ НИНА, Hn- + oont 
ое: 
e$ C278) 1 xp cat 
因此 有 
оо Lo, Стае), 
1900 Moe =o) (macte), 
以 及 
1001 ,-0() (RAE ^ 


XR, вле, ШИРЕ aC LITERE КЄЛЇ (Om 从 而 有 
О) o (4520 
MFR ВС рт, о.(в.х) “о-в (а +оо), MAYS ELL Ж 
чы] (ооо )scomme) — Gite) 


从 而 导出 ， 当 n 一 十 co 时 ， 有 
1007-4 1,200) 


或 
оО оой). 
< 一 )， 由 于 当 n> im 时 有 E 
DA (m= Iml 
о (m)=(1— EN 
ищ 


ti 


Lim i 


ac erg. Је" о Орак, o8 c (1-23) 


Woo ноа) (epe), ЖИВ s, com osi t, те 
o C GORE CL RIESCO E19 A ERI 


Lim вве р M Koror 


Герар 
特别 取 S(x) 一 e- (ЄЎ: d (1523) 得 到 
м= Lim d (7 09 genie, 
xn 


BELLI 


x 
"Ru “Жа... 
==) g(x)e ax sey. 


WA€L, (1 pce), 


м2) i ts 

к, gio e ой) (m, ems Pri anam, 所 以 存在 8 
єи, ,使得 t : 

logi =0(1), (astoa) ы. s ! 


又 因为 
人 全 Go- “© ә): ру ie ), ZUM 


所 以 得 到 和 = Е (к) (KEZ), PELA, 


иш, ооо, Lo) (m, netee) ‚Йи (1:23) 导出， 
存在 zCC:- 使 得 тт 1 
=) (кє2) 
Ш›єс. ша 
现在 记 
вур (uv (i09) kezHu€Bv,; ] 
24:4 A= (A. Jiez, MJ 
AE Bv CI oO 1500). 


dS) ik K€ BV, ШЕШ C Bv. MC 


uY(k)-3. (xez) 
T Ж | ] 
D Б Iki k "TE 
К G7 аа) ме 
r ikl ikx i 
Dade TOS s 


= no-0mQ 5 a 
л Jx к 


IPF Ereje АЖ, МЫ 
(^) 


п 


i cul 
log (S'ul v too. 


<=) ü 000 soto жи (cO) iue 


x (QD 
»o | v. (ош 


-x 
bel Евы ая, 于 是 由 Helly 一 Bary 选 择 原理 ， жш ev Ain Cs p 
„Ам В(х) ECA 


| = х 
о ay f P000. беа f^ вда) 


T NERO me Е), H (1.23) "m 
= 
= [5 ено Сус еам) 


HDC pv Е, 
由 定理 4*3 一 4"4 直 接 导 出 如 下 结果 。 
推论 4.3 BICXP (1<р<+оо), Vl 


Єз, C) 010090 000 |. 


= (1) (т.п +оо) 
А G0) ez, | 

#1244 设 1EXB. (1€ p& oo) , 则 

t€ Eu K 19001, mo) (aote). ib 
жима. а 


% | | 


特别 地 有 
гЄу, (к) YI oN,=00) Cato). 
其 中 = {ЧЮ (к) } ez, 
现在 讨论 实数 列 》EI 介 的 充分 条 件 , 设 一 《 + } ,cz 是 已 知 的 实数 列 ,车 对 每 个 EN 
A =M REO AERE GERI iE A= On ло. Ф 


Б AN 一 和 x+ 一 入 
At = ACA) AM АА 


=h —2M А, (k 一 0.1.2…) 
若 对 每 个 >0 有 At>>0， 则 说 一 {)+ ) IRAK. 车 


oo 
E (ki) AU «oo 
к=0 


; 则 说 = (Ak) 二 0 是 拟 凸 的 。 


关于 凸 和 拟 凸 的 实数 列 具有 如 下 性 质 。 
引 理 4.7 设 和 = (M р? ОГ). RI 


1) Амо (к=0,1,2, *«), 
I) КкАМ—0 (к= to), (1:24) 


: E) E (cr) A4, I o, 
k 一 0 


证 明 工 ) 利 用 反 证 法 ， 设 对 菜 个 k。 EN， 有 c 一 ANte>>0、 由 于 》 是 凸 的 ， 即 As 
SAh AM208 CAM ) 0 是 增加 数列 ， 从 而 当 k 之 ko。 时 有 


AMAA, =a 
因此 得 到 ， 当 k 之 ko。 时 有 
k—1 
hohem E AX (k 一 ke ) a 
=Ко 


或 当 k>>ke 时 ， 有 
M23 (к-к) ay 


可 见 { hx ОБЖ, SERTA, М DANE. 


оо 


D, B Dk 01,2; НАА О Ы Us) ү ОНЕ, о 
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是 有 界 的 ， 故 有 
Lim 


к ооб m Mes 


由 于 


П 45 


Амам А (а-+), 


k=0 


即 级 数 =; АМЫ, XUL CT AX.) 是 单调 下 降 的 ， 所 以 由 Cauchy 定理 导出 


Lim 


ni peokAM m0, 


IHE. 
最 后 证 下 )， 应 用 Abel 求 和 法 得 到 


n п—1 
Mimis E AN 一 一 E (К+) А? +(n+1)AM,. 
k=0 k=0 


n 
E (kt1)AU,— (ntl) АА, TÀ Аа 
к=0 t 
Aou (n= +оо ) 
E 
即 EQ (ti) Ао, 证 毕 。 
к= 


由 引 理 47 得 到 ,有 界 西 的 实数 列 必 是 拟 凸 的 ,但 肥 之 未 必 成 立 , 例 如 对 第 个 固定 nEN， 
令 


БА e ' - k>n+1 
ati k<n+l， л 


тйл “= { m уйнай), HA, ФСЕ 


а) аб) дб") 


о к<п—1 
| = 
= “+ Eun 
| 2(n+1) 

> 
kc De 2) кетт; 


可 见 对 每 个 固定 aEN, 实 数列 44 一 人 (0) TO зр, ВД - 
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2(n1) k 
+1k(k+2) 


ant 
т? кш 


ng 


(к+1ў д) 
0 


Ет 
<1+4 E ite. 
je 


可 见 ， 对 每 个 固定 nE м, ЗА C? 是 拟 西 的 。 
T ames da- 《ht } Ыл, M 
nAN。 一 0 (n9). (1.25) 
证 明 ол (А } одеа, Вр 


E (k+1) АЫ] <+, 
k=0 
所 以 


E 
E (k+1) lA*A,] =о(1) (n9) 
ae. 


由 于 一 AN, 一 кш AU, WA 


=n 
~ 
` k 
мам x (LR) Oen) laud 


оо 
< E (kt1)lA*A,] =о(1) (п +оо), 


k=n 


引 理 得 证 。 
2845 WAS (n } we: 是 偶 型 拟 ACRI, H AEL Wee inc ec Ll, 使 得 对 


每 个 .EZ 有 
g^) =», 
431 МАЕ ИУ, Vg (x20. 
证 明 ЖЕ, т), + 
5.(х)= pZ менд. +2 E Acoskx 
> Ik] <n к=1 


连续 两 次 利用 Abel 求 和 公式 得 到 


E 
© 
E- 


ntl 
5 ix)7— E DiG)AALt A,D,(x) 
к=0 


n—2 
=2 Y (k+1)AtAF,(x)—2nA4.-:F.- (x)+2,.D,(x) 
k=0 


г. (х) 22 Diriehlet, MF. (x) 为 Feje’r 核 ， 且 对 |x| € (0, z)# 
1 


91 ах], отан sint 


因为 { 2 Jue, CHIEDI LPS S BT DU SERIA HER АЛ. = о(1), 4, =о(1),(п-= +) 
Bits. Gf; C л) ЕКЕН PI ВС, RREME), NN 

so) Tim. $2 E, (ku) AGO, 
明显 地 g(x) 是 偶 函 数 ， 特 别 当 { 14 } ce INI ARM, №8020. 

现在 证 明 gEL3x， 由 于 对 0< Ix <x 有 


ls) < 25 Mn la*ailFiGO 


因此 由 Lebesgue 定 理 导出 
А." оак E аз. |” ropas 
Zx Qe xe E alaz) a(x 
E 
TECH Ap erem (1.26) 


最 后 证 明 对 每 个 kE Z， 有 县 (k ) eA, HBTXHEH JEN, 
š 

A, ( 1—cosjx ) лр Av(1—cosjx ) coskx=g ( x ) (1—cosjx ) 
=] 


Ж Сл, л) 上 一 致 成 立 。 事 实 上 ， 当 0< |x| <r、m<n 时 ， 有 

E b dacoskx (1—cosix ) Cp E neck] 
kml у k=m+1 

-Go'l, ag 

2 [k-m-i 

c mAÀs-iFa-i(x) t 4D. (x) - 44D& Ol 


(К+1) A*AFiQ(x) -nAA, AF GO. 


—2 
< ( (k+1) ПА +nl AZ - | m Asi И +) 
1 < 


=m- 
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=G)  (n>m=+%), 
其 中 利用 如 下 不 等 式 ， 
бах, (о<х<я) 
{| : 
于 是 由 逐 项 积分 得 到 ， 对 每 个 jEN 有 


x 


i &(x) ( 1—cosjk ) dx 
x 


2л) _ 
ос х . 
=+ E Ml | coskx ( 1 — соѕјх ) ах 
j k=] 7 7-х 
或 
&0)-&G)- 4 —À, 
邻 j 一 十 “得 到 8(0) 一 2。， 所 以 对 每 个 JEN 有 
рел 
设 对 每 个 PE О, д,= { Aro } sez 是 偶 型 实数 列 , 若 存在 与 p 无 关 的 正 数 M， 使 得 对 
PEQ 有 


i (k+1) lA dio] &M& oo ' 
=0 


мн}, Я вам. |, 


从 定理 4"5 № (1-26 ) 推出 如 下 重要 的 结论 。 
Hitas 设 2o= {Aio} sez(PEO) 是 偶 型 的 实数 列 , 若 (А } oeo 是 一 致 拟 凸 的 , 则 对 


每 个 EQ 存在 偶 函 数 8。E 工 3 使 得 
s^ (к) =з» (xez) 
并 且 { go Y oes 是 中 一 致 有 界 的 函数 列 。 
паят 


Ux, Y4URXD, (1<р<+° ) отар, A= (M } rez 是 已 知 的 复数 列 ,车 对 
每 个 : EX， 存在 8 € Y 使 得 对 每 个 k EZ 有 


SCk)-Xf(O), C127) 
则 说 和 是 X 一 Y 内 的 乘 子 序列 ， 记 作 和 AE (X. Y). 
ЖА (А rez€ CX Y) , 则 对 每 个 EX， 适 售 '( 1.27.) 的 gEY 是 唯一 的 ( 在 几 
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手 处 处 意义 下 ) іа 
g(x)=U(t,x), 
通常 称 U; 为 X 一 Y 内 的 乘 子 ， 易 证 U, 是 平移 不 变 的 ， 即 对 任何 复数 h 有 
U, (f(t+h),x) =й, (f(t),x+h) (1:28) 
事实 上 ， 利 用 关系 式 : 
СВ) ^ (I) e! Ck) (k€z) 
(1.27) 导出 
U, (t(t+h),* ) “(k)=XMf(*+h)(k) 
«мене? (k)=eittu,(r,-)2Gk)=U,(s,-+h) ^ C), 
因此 由 唯一 性 定理 得 到 (1.28 ) .此 外 有 
引 理 4"9 ” 染 子 U, 是 X 上 有 界线 性 算 子 。 
证 明 ”由 定义 容易 验证 乘 子 U, 是 线性 的 ， 即 
(и: ) 2U Ct FU (fi), 
U,(at)=aU,(t), 
Җа ЖМ ЖЖ. P kd F ЗНЕВОДНЕННЯ ДЕ PR, FUR EIE H lfa 60H. 
lU,(t.)—glv—>0 (n +оо), Wifig-U(f). #% kE, HFI- tiro (п +оо), 
所 以 对 每 个 EZ 有 
KONIO) (asto), 
又 因为 lux(fs) 一 gly 一 0 (n= +оо) 所 以 对 每 个 k EZ 有 
WADADA (Юз S) — (n-e). 
因此 得 到 ， 对 每 个 kEZ， 有 
M f(k)=s (k), 
Blg=U,(t), ШЕР. 
ВЕРЕ ж BAUR, RIA 
定理 4'6 GA— (Oa) ez, МАЕ (Cis, Ci.) 当 且 仅 当 存在 whEBV:: 使 得 对 每 
个 k EZ 有 
uX (3 (1:29) 
从 而 有 


x 
vs x). f^ tanto (зз) 
а 


Но = у. 
证 明 =>). МАЕ (Cins С..), ， 即 对 每 个 EC:x， 存 在 gECax 使 得 


PIENO) (KEZ) 
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r — м 
ll EA at i 


z Perd aa) fen 


с Ја Але, 


d == ['ыбок-ооОд оа 


=0.(в, x). 
因此 ， 对 每 个 EC:. 有 
KONE уре, „= о ales «вс: „ое 


于 是 由 共鸣 定理 导出 
la се, с ЗМ, 
又 由 (1"31 ) 得 到 
19001-69, 
所 以 有 


! 00! o), ab 


由 定理 人 4 得 到 XE BV o, Иш, Євү, БЕЙНЕ k EZ (а) 
个 EC: 有 
Vi(t)^ к) вк) Y (k) О) 
-(*40)^()  . (kez) 
ERED ECA 
vit, = [^ tapane). 
E 
et 
<=). вл (n), eu 被 在 fy,EBV:. 使 得 对 每 有 kEz 有 


v 
u, (k=. 
ФД, HMEC aA 


aa, x)= kE (= Мы Ёсе 


= uis @- E) куо) ден 


х 


1 
2л J ола) 


Ш 


(1-32) 


， 于 是 ,对 每 


НАНЕС, Яо .(0—ПеМ=о(1) (а= +оо), #0 
lo(t)—o«()0ei —o(1) (муй +оо), 
利用 (1*32 ) 导出 


аб, < o7 o (D 1. 
因此 得 到 
{ra oD) (m, ne). 
于 是 由 推论 4.3 导 出 ， 存 在 8E Cax 使 得 对 每 个 KEZ 有 


00-3. 100, 
ШАЄ (Cis, Ci). 证 毕 


BAT, A= Un) kez 是 偶 型 拟 凸 列 ， 且 MI, RA ( ХР, х?) (ip 


+»), (вуз, BV) 和 ( Lo, Lyr), НАЯ MN XD L)O LTE 得 


对 每 个 EX  (1<р< +) MEEL H 


оа). |” -peat aaa) 
Xx. 7x SE x LA | . ` и 
ЗАН Єву, 
л 
u (ах) = 去 во-во КЫН (1°34) 


证 明 因为 A= {М rez 是 偶 型 拟 凸 PUR CIO, ОДНЕ SHEN s EL! 使 
得 对 每 个 KEZ 有 
$^. 
因而 由 定理 43 得 到 
оо чоп), Саа), 
其 中 
P= (0 Хен, 


хє xD. (1<р< +оо) REEL, id 
ку ль 
оо) E. (1 ль день 
其 中 数列 = Cii T CI) } сс TIERE 
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| А | 
oC == [re ooa, 


由 此 导出 
MONS 
I, m xp =0(1); (тп +o), . 
я 
m 


(ot 04094. =0(1); (т,п o9), 
WERA, (ina X» VUA EIE. 
N=), 
Вх, ХР) Ci 
有 Я 


+оо) hE( тое 152). 从 而 对 每 个 1€ xp 和 fE u° 


x 
Ш) О 
» aap 


ЖК, Xu €BVi., в 
0) kial- имен 
其 中 A= Cua OO ава, 于 是 有 ' ELI 
e$ ood. f Q) (Lc ato, | 
-x 
从 而 5 š I 
о(А) 19190), ПҸ y 20). ? ET 
BEEN ру, Єву, “使 得 对 每 个 gc zy 有 
у, Y) aV (k) 
即 XE (BVi., BVi.), ， 从 而 有 


1 x 
U,(du, x = ох [ono 
证 毕 。 
特别 有 
推论 4.6 BA {Xs} cz ЕО, фу. 关于 PEQ 是 一 致 氢 旧 


W, BA EIG , 则 对 每 个 ， 'єойє(хр xP xps E) А, (Lo 


оо 
23), 
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НЕЙ ХР Жие йр сехр mus ж 


` nan 
v (o M 


3UP lp «Meo, МЕРЕЖА, № CU, } seo 是 一 致 有 界 的 乘 子 序列 。 


$2 周期 卷 积 算 款 的 饱和 理论 


ОЛЗ, оО, аро (Сл, x) ЕВоге Ж, Н. 


1 [° = 
=: f aec 
йхР.1(1<р<+ ) 上 的 着 积 算 子 为 


6 ют f7 f(x— dust) (21) 
-x Ç 


TUE ЕНШ: #(1,} weo 是 一 致 有 界 卷 积 算 子 族 ， 则 tn) «coJ&il ијун 当 
对 每 个 FEZ， 有 
22m мук) =1 (2-2) 
因此 研究 卷 积 算 子 的 饱和 问题 时 ， 总 认为 
1—2u,(k)—o(1). (р-р, КЕ?) 
2*1 饱 和 阶 的 确定 . 


为 了 轮 订 地 了 解 P。L。Butzer 创 立 的 Fourier 技 巧 ， 我 们 首先 考查 二 个 例子 。 
и. 


se CO , (Osa CO ) 


其 中 do(t) 是 Draic 测 度 ,对 f E Cs 引入 郑 积 算 子 
Aslf, х)=(1* da,)(x). | 
若 取 不 动 元 集 1(A.) 一 《CIC 为 常数 } WA ЕС: EX: fn :是 伦 和 的 。 
证 明 由 于 测度 dz。 是 个 的 ， 所 以 


x 


-+ 
TES 1 


«озкіда ,(t) 


= 
00а | «еб, 
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= ваа (8) 


wid 
зау (к) = 1-а. =1-—соз Ковш" Е 
п n n 
нл : ' 
: з 
QU oat! (I-an) 95 (23) 


ЗЕЕ НАК 7, Mehe EC ti 


.lim }А+(сї* Loc 51 const, 
n 


n= +e j 
WE, <= ) 是 明显 的 。 
=>). 由 于 
UT nA tc, =, 
所 以 存在 ni 一 (i 一 十 吕 )，、 使 得 
jn tc An DL, =o 
从 而 导出 对 每 个 k EZ 有 
(1А. (0) ^0) 0^) Ge) 
因为 


(17 An(D) =F (1-а) 


= 00-а) 


故 得 
Тоа) (п?) © (уэж). 
利用 (2 导出， 对 每 个 FEZ 有 
Тоок; =о 


因此 对 KEZN (0) 有 人 f(k) 一 0 由 唯一 性 定理 导出 fs const, 
最 后 验证 大 0 饱和 条 件 成 立 ， 事 实 上 ， 取 fu(x) 一 ccst 生 (As)， 且 有 


Late, L |” Cesset) oO, 
Е 


1 
x 


. 1 
71 一 = 1—. = 2sin!— 
iai coss m аз = Psin t 


x 1 x Ў 
=! Г. cosx(1— con da. (t) + ;- 6 sinxsintda (t) |, 
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Wir 


ТА (60) — file: 0n), 
WD (А. } sexdiCi EX Tn 是 饱和 的 。 
52. 设 


чат (1 1) (@5- a (0-28 400) Cab- 40.) 。 
对 f ECs+ 引 入 卷 积 算 于 
A.(t.x)=(t * da.)(x) | 
车 取 不 动 元 集 I(A,)= (СІС) , 则 1 A。} 在 C:* 上 关于 n-* 是 饱和 的 。 
证 明 由 于 da。 是 偶 的 ， 所 以 有 


= 1 x REN 
1-20 () 1-241. | No 
a 
=2(1 а) 25 Fa sins 
因此 对 每 个 EZ 有 
: i š 
таит D)sin E 2E, Gt), 


Lama NY Dat 2810 
17aena iti a )sin* ~ 


2n Е (n— t9). 
FEA 7 


i 2. E I=2k 
пет" (1-а.и)={ das pou (234) 
现在 验证 小 o 饱 和 条 件 成 立 ， 即 对 每 个 ECz* 有 


-Lim АСО. 

mode gn 

WX, €). 
РЫТЬ, ЧЕ Eni boo ( j 一 十 oo ) ， 使 得 对 每 个 EZ 有 


=0<=>t= const 


(=A. 0) о а?) (i> +) 
从 而 得 到 ， 对 每 个 LEZ 有 
TO а-а 0=о( ау) (+5) 


因此 由 (2.4) 得 到 ， 对 每 个 !EZN{ 0} 有 了 (1)=0， 由 唯一 性 定理 得 到 f==const。 
最 后 ， 验 证 大 0 人 饱和 条 件 ， 事 实 上 ， 取 fu(t)= cos2r， 则 有 
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Ito—A.(t.)IC ,=o(n"*) 
WA CAL) se 在 C:* 上 关于 n-* 是 饱和 的 ， 证 毕 。 
利用 例 1 和 例 2 所 揭示 的 Fourier 技 巧 ， 我 们 可 以 一 般 地 研究 卷 积 算 子 的 伯 和 性 质 。 
3184-10 He(o)—0' (о-р.), ВХ k€ZN CO) ff 
Lim — 24 (k)—1l _ ы 
PE аы 3120 | (2 5) 
RU C15) 。co 的 不 动 元 集 1(1。)= { Clc 为 常数 》。_ 
证 明 由 于 fEI(I。)， 则 对 斗 pEQ ( 0-0.) 有 
Io(f,x) 一 f(x) (或 a.e) 
所 以 ， 对 每 个 kEZ 有 
f)- 1.0) =ау ЮР) 
或 
(uy 09-1) (куо 
Beh (2-5) 导出 ， 对 每 个 .EzN {0} 有 
Ww РО =0 
从 而 对 每 个 EZN {0} 有 了 (k)=0， 由 唯一 性 定理 可 得 f 一 常数 、 证 毕 
现在 给 出 卷 积 算 子 的 人 饱和 定理 。 
23313 设 p(p) 一 0* (o p, ERE 
I ) 对 每 个 .EzN{0} 有 
Lim — [27 ()—1l 


„=й —n20 2. 
Pot СО) he 
D3XAm€zN (0), 有 
1-28 (m)|=o (9(р)) (2-7) 


WR CI) } oeo 在 X р p x 上 是 饱和 的 ， 其 他 和 阶 为 p(p) 或 说 { I ) oo 在 Xp EXToCo)Af& 
和 的 。 

证 明 ”由 引 理 !"9 得 到 ， 此 时 I(Io) 一 《Clc 为 常数 } 。 首先 验证 小 饱和 条 件 成 立 ， 
ШАН ЄХ (1 ptos) 有 


Lim I к 
= Qr zoe reir). 


ЖЕ, — лини. БЕШИ ==»), dT t. P 


Lim IL,(O—t:_ 


P> (6) 0 
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ЖД Ез, (>to) 使 得 
Lim ИО 
je — e(o) 


应 用 Fourier 技 巧 得 到 ， 对 每 个 k EZ 有 
ү (9 一 ?C0)=0 (0p)) G9) 
从 而 由 (2.6 ) $i, XHETEKCZN CO) 有 


што 5) | По 


或 对 每 个 EEzN (0) 有 


vil Тк =0 
因此 由 唯一 性 定理 导出 f 宇 常数 。 
其 次 验证 大 0 饱和 条 件 成 立 ， 为 此 取 fo(x) 二 ei>*， 风 fo 中 ICIo) 且 有 


1 (7 use =з Gt) 
LG, o) |" em nos) i Gt x 
所 以 由 ( 2.7 ) 得 到 
Wr. fili 2uZ(m)—11 =O (е(о)). 


因此 由 定义 可 知 ，{ 1。} centë XP, CH pco) tatami, ЗНАЯ Ж (D, iE 
LO i | 
由 条 件 (2'6) 一 (2.7) 导 出 ， 存 在 mEZN{ 0 } 使 得 
2py (e C) (р-р. ) 
因此 由 引 理 4"1 和 定理 4.6 导 出 。 
ЖЕСТ 若 存在 nEZN { 0} 使 得 对 每 个 EZN {0} 有 
1—24% (k) 


Lim 
pe у 一 [7220 (2-8) 
PP as (m) 


W (I5) oeo 在 xb. (1&p& oo) 上 人 饱和， 其 饱和 阶 为 2p> Cm) -11. 


我 们 要 问 准 论 47 中 条 件 (28) 对 于 { Io} oeo X (1 «ре оо) EIAS 


Uer 回答 是 肯定 的 ， 我 们 有 
定理 49 设 I(Io) 一 { C1C 为 常数 } ， 若 :{ 1。} peo 在 X3, (тре +оо) 上 是 饱和 
的 ， 其 他 和 阶 为 pCP)， 则 存在 m。E ZN (0) 使 得 对 每 个 EZN {0} 有 
. 399 


PS р-а 00 | 


Р-Р hax (вы 


=> 0, 


oO о-в») 


证 明 由 于 q(p) 是 {1,} veo 在 X?。 (1<p< 十 co ) БЖИВЖИЙ, BIBDIECZN (0) 
和 任何 子 例 Pi 一 os(j 一 十 co) 有 i 
пару, (ко (е(0)) GR). 
车 不 然 存在 ksE ZN\{ 0} MFIP — 0, (7 +оо) 使 得 Ep ' ы 


| od XP 

[1728 ,,0) =0 ( Ф(ю/))› (G'- te), 
从 而 有 

Lim II(f.)—-fo l 


тоу 80 
Bt ICO ЖЫП, ОАЕ Єт, (0) Ж 
„Lim П 20700) 
ъ=) 
所 以 对 每 个 EZ (01 有 


9Cp)=o(|1 一 2 уо) (р-рь). 
其 次 证 明 存在 m。€ ZN Co) 使 得 
ГЕТ (P) 》 (р-р). 
事实 上 ， 由 大 0 饱和 条 件 ， 存 在 f* 牛 IIe) 使 得 i $625 
11,060) #1,=0 (0) ) (р-рь). 
于 是 由 Fourier 技 巧 有 
RDG Goj=o(CeCo)) (kez); 
因为 fo 所 常数 ， 所 以 存在 nsEZN\{ 0} HE t (mo) #0 因此 从 上 式 导出 ， 
Поа (ma) =O (90) (о-о). 
从 而 有 
1—2и, (ль rp) Е (0-р), 


且 对 每 个 kgEZN\{0} 有 
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i | -шУ@о! 
ruis 


Шы) паун) 


Lim |i2uY(k)—1| Lim — «(0) 


фе, = | I 
= eCe) P=. gu me) —1 


证 毕 。 
综合 定理 4.8 一 4 .9 得 到 


2410 设 {I} оса ХЇ,(1<р<+°) EX 8 TE Tü UE РИ, m 元 
ЖІ.) = {C1c 为 常数 } ， 则 Iz.} sende X 1, 上 饱 表 的 充 要 条 件 是 存在 m ZN (0) të 
得 对 每 个 kEZN (0) Я 


Lim | 1725 (k), 
2-е — pu (ш)! 


=: ,=>0, 


ВЯ — 207" (m) |。 и 
特别 地 ， 当 du" 是正、 偶 Borel 测 度 核 ， 则 对 每 个 pDE 吕 有 
1 一 28X(k)=1 一 cxe 
其 中 


i(7 š 
а= f cosktdu,(t), 
x J -r 


所 以 对 k EZN {0} Ж1—ал„>(, Wit, T: Co) геод, MERET №, 由 引 现 4.7 导 
出 ， 其 不 动 元 集 1 (I) = (Cl C 为 常数 } ,于 是 由 定理 410 直 接 得 到 如 下 推论 


推论 4.8 UL) од Xt CI p ee) KE, MERAT, М Т) Qo 在 
ВА А ЕЕ (0) 使 得 对 每 人 EZ (0) 有 
lim 1-а. ， 
р—*0» 1594 $270 
ВИЖ — anse р 
Ad. S£ IE UR Gd XI, EDERE RAN, ШЕЯ. 
Bis. 对 n SN, 4 


eus (Oa. (380°)+ ‚> +в =" а crabe?) 


ЕЯ 


++ 


Ха 
у Г du? (д =1 
А а) u. . 
IHEC» © 
А.х) = (redu z)GO 
dics VAHEGA. Ll ` 
证 明 JHm-2m. ИР? АЖЕ, Tim EN 是 不 被 2 整除 ， 则 有 


n 
а 


se Y 
тада. E (k*1)^^n sin* (2*7 пал) 
Tk=0 
99. £ 
=e, Y (Liy in" te Ati sin? (2717 mix), 


r к-р 
‚(+з Hirsin ME (аат), 
Ret 
1-а, mI (Ç tn isin Ds) co (astris) 


所 以 对 六 mEN， 有 


因此 由 推论 4,8 断定 正 卷 积 算 子 列 { А: } vex 在 C:< 上 是 非 饱和 的 。 
2.2. 饱和 类 的 地 定理 


确定 一 类 卷 积 算 子 的 饱和 类 ， 包 含 如 下 两 方面 的 命题 ， 第 一 是 确定 属于 饱和 类 的 充分 


条 件 ， 通 称 为 饱和 类 的 正定 理 、 第 二 是 确定 属于 饱和 类 的 必要 条 件 ， 通 称 为 饱和 类 的 逆 定 
9. 


本 节 研究 他 和 类 的 道 定理 ， 得 到 

定理 4'11 设 ?(n) 一 0*( Pp 一 p。) 使 得 对 每 个 :EZN {0} 有 
Li m (k)—1 
пеп. P) 


JUL A Xt. Слер +оо) 上 亿 和 ,其 他 和 阶 为 9g(p), 而 饱和 关 
napev {a} (2.10) 


一 由 二 0 (2.9) 
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证 明 ”由 定理 4.8 可 知 ， 条 件 (2.9) 确 保 { 1。} Е Х: («pe +оо) НМ, Де 
为 eCp)， 因 此 只 要 证 明 f EFo(1o) 必 有 f EV。 (u. }. 
我 们 分 两 种 情况 讨论 。 
1) 当 1<p<< 二 wo 时 ， 需 证 对 每 个 1 EFs(1,)， 存 在 g EL3. 使 得 对 每 个 .EZ 有 


8 (7 iti 0). 
ig 
esto) e х 
则 有 | 
Ie, CDE KM < +оо (PEQ). 
Big НЕЖИН зе ЯН, FEP. Go +оо) 和 g ELE, (o p< +оо) 
Ф в G- +), 
于 是 对 每 个 k EZ 有 
x zs 1 x ИР * 
oz NIC Wk. | бое ШУ (2.11) 
由 于 对 每 个 k EZ 有 
оку AAC) 
[E ea; 


= ay Ol 
Ф(ю,) 
因此 由 (2.9) 和 (2*11) 导 出 ， 对 每 个 :EZN (0) 有 
s (к) = (к) E 
MEV Cn) (1<р<+Ф). 


J)"ip-1M, ЖШ ЕНЄ ВУ: ГТУ GZ 有 
и (к) = vit 


х 
v= f (и, Ы 
-x 
Mv E АС; H 
йуз, .=19 СО o), 
Wits ШНеПу-—ВагуҖ 8, (р, (i= ес) Mu EBV: 08231 k C ZI 
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$ Li z 
n є ече сонд em (и) 
= z 
由 于 对 每 个 k EZ 有 
Y= +, (^07 Tap 071 
(0) 7 
所 以 由 (2-12) 导出， ТТ 
ОАО 
BEV {м}. ЗЕ. 
特别 地 有 如 下 推论 
推论 4.9 若 对 每 个 kEZN\{0) 有 
Lim эи (k) 
мые 3 =*#0 13 
MAI ` 2189 


То} »eoft X2, ERRAR 1—20 XAN НАШЕ, су, Gil. 
推论 4*10 Фар, ( PEQ) жЕ, Bibore OR 县 对 每 个 k EN 有 

° (214) 

WA Ia} oco ХЕ, (1 pF оо) ER RI, EI EDS 1— a BEC) V, (а } 


关于 正 卷 积 算 子 的 饱和 类 还 有 如 下 常用 的 逆 定 理 。 


定理 4'12 du (РЕО) 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 ， 若 存在 q(P) 一 0* (р-р, ) 使 得 
当 p 一 Po 时 ， 有 


1 一 aio~yr9(O) (2.15) 
H 


1 (sin! +, 0)=0 ((0)) (1:16) 


W C12) oeut X2, C1 p& oo) 上 人 饱和， 其 饱和 阶 为 9( n) H 


Е,(1,)СУ» { (ik)? }. 
证 明 由 (2.15 ) 可 知 { I。 } oco ЖИ, Ф. 
h(t)=k: (1— cost ) 一 (3 一 ccskt) 。 
则 对 每 个 FEZ 有 
eta: sin‘ 


кокк к: 
ВИН (2-16) 9, 3 SUNT 
1. Ch,6) < 


A 


zu Ат бетер, 0)=о(Ф(0)). 
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注意 到 did v T. 
1, (6,0) = (1-а) – (1-а, ) 
因此 由 ( 2.15 ) 得 到 ， 对 每 个 k EN 有 


Lim iag yp 
poe, Wo) Yk 


于 是 由 推论 110 得 到 
Е,(т,)су, (GRO?) . 
ip. 
特别 有 
推论 411 Wu СОЄ) ЖЕ, MBWA Ep VYD ERMA, 


L(sin*4, 0)e-o(1—a1,) (217) 


Wi C1, } „собе X5, (1<р<+°) 上 饱和 ， 其 他 和 阶 为 1 一 aio 且 


F» (1,) СУ, { Gik)? } 
顾及 到 Turesky 等 价 条 件 ， ж, (рео ) жк, a Bora ик, 则 如 下 命题 是 等 从 
的 ， 


1) кемі 16е ка, 


£ $^. | 
1) MENKEN A As тте 


D (ны, o)=0 (17a) oo (AD, eom 


D ENBE Co, х) ж А 
因而 有 ын, А 
Hitaz № (ар, } oeo 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 且 1 一 ai 一 o(1) (л-ро), ЖЕ 
Turesky 等 价 条 件 之 一 ， 则 { I。) yeo 在 Xi 上 关于 1 一 ai* 是 饱和 的 ， 且 
Ев (1,) СУ, ( COME 
2-3 BRONNSIERESSUER 


现在 讨论 Xs, 中 元 素 属于 饱和 类 的 充分 条 件 ， 进 而 建立 鸳 和 类 的 等 价 定 м, R.A. 
DeVore 证 得 如 下 结论 . 


定理 413 (R.A.DeVorc) 设 {dho } seo Ж-Н Воге WEH, Ы 存 在 
Ф(о)—0° ( 9p, ) 使 得 如 下 条 件 成 立 。 
I) 对 每 个 EzZN (0) 有 


1) Xu to C OTT iot 


ОНЕ rs) 1<ь< e> 
À = {ha} ¿z С b; 
(Bv;,. ВУ.) (pod 
жы, Жо-о, Зе í Ы 
21-28) ' 
Me (eG KEZA o 
bU og ° ' k=0 
HEV {y} (1 poo) Ht*const, Ki “ 
Ев» (15). "e 
证 明 А 1<р<+оо, EV, (4) Hr X AME SELL peor) 
使 得 对 每 个 kE 之 有 rato з" EL 
g^(k)-vt^(k) j 
注意 到 
пото) ^к) 17287700. 
С 90) “у (700 : 
оо (OMS EQ о (I8) 
MRETI E( Li, Lt) Cic peor), TAX SELL 在 位 Gy。 (gx) € Li E 
:得 对 每 个 :EZ 有 > + еза 


U, (8) (=M s C (k) р 
ЛЫШ (2.19) 和 唯一 性 定理 得 到 
ex) = О-В»). у " 
U, (вех) wn) 5 + (2-30) 
ЖЖ». Р-р. Fo SM, BU, ї<м<+°(ю—^› ), Pi blti (2.20.44 


得 


it-LG 


(p) = Us (D LU, lal MISI, +, (оэ, ) 


因而 有 
И,-Нь=о (Ф(о)) (о-о, ) 
BrerO), т | 
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其 次 ， 设 p=1，!EVi{ YW ] ， 于 是 存在 kEBV:-* 使 得 对 每 个 FEZ 有 


|" Qo t^ 
记 
X 
(ўе 182-10. 4 
мк (6 (e) S 
注意 到 对 每 个 :EZ 有 


vxao- (Pp ) "007 D ауа (2,31) 
ШЖ Т^, Є (BV: ВУ:.), УЖЖыьеву,., HEU p (du) СВУ, , 使 得 对 每 个 
kE2 有 
U, (du) (к) 2.8" (k) 
РЕ (2.21 ) 导出 
U, (dp, x)= Г T)dr 十 const 


因此 ， 由 U， 关 于 p 一 po 是 一 至 有 界 的 ， BHU, 1<М< + (р-р, ) 所 以 有 


thau, (анд, «iU, Hals, 
«МИ ву, oos А (р-р). 


因而 有 
,(@—(1=О(Ф(о))› (0-0), 
BEF, (Is), Еф, 
特别 地 ， 若 利用 推论 4*6 得 到 
推论 4.13 (du) pen 是 一 ii 车 存在 9(p) 一 0* (р-р, ) 使 得 
如 下 条 件 成 立 : : 
I ) 对 每 个 :EZN (0) 有 


цм 
Lim 1 7247 (k) 


pap, și) 7*5 
并 约定 We 一 1。 
D» (Аа, ) ez El0.， 且 关于 p 一 P, 是 一 致 拟 西 的 ， 其 中 
1-2 (k) 
Ira k€zN (0) 
! k=q 


1 
Р рс +8 
39 


Е, (1,5, (фа). 
结合 定理 4'11 和 4"13 得 到 饱和 类 的 等 价 定理 .。 
214-14 0 (Чи, } oeo 是 一 玫 有 界 的 Borel 测 度 核 ， 若 他 在 4(p) 一 0'( Pp 一 P。) 使 
得 如 下 条 件 成 立 。 ， Д : £ t 
1 ) 对 每 个 EZN (01 有 


Lim 128000)... dame m 
озю, wq) C9? ie Un 
并 约定 wo 一 1 НЕ ч 
工 ) 对 每 个 pE@Q 有 
"m 
Ки.) U (1<р<+оә ) 


和 ,= (Ku } зе 
(BVi.,BVix) (p=1) 
ГЕ TU 2 《1p 一 Po 是 一 至 有 界 的 其 中 š 


п-жү@) 
Mum Wie) 
\ 1 Put к=0.., 
WX r€Xi, (1 Ср too) Нежсопзі, WFA МНЕ И, 
16у, td, 
т)! ЕЕ»). 


为 了 方 使 起 见 、 约 定 将 上 述 事实 记 作 . р 
Е,(1,)= У, n). ` ш 


КЄ7М {0} 5 


特别 地 有 
推论 4.14 ERREF, MAp HoH Ñ "m4 
Е,(1.)=У, {9}. 


Ж1. Еее Ж fp] (о. ) se 在 Xi (1X poo) 上 关于 n ан, АЖ 


F,(2.)=V, { (isgnk)k ) 
= (tir€x° Bo(0,=0(0,t—0 1. 


证 明 HFI EXI (1p& too) di 
o.(f,x)=(f * F.)(x) 


^ 
— ` k 
EPFO) r+ (1), 因此 有 
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АА а 
1— FO) nil е š 


la ; > +1 


FA еба) (= ies (acte), RDHETACZN (0) # 
Dy ТОР, (k) = Ik] =Gsgnk)k 
п +оо  g(n) M 
XU, M8^nCN, 4 
1—2Е (k) 
Mem ИЕЛИ С k€zN(O) 
Pug к=0. : 
Wf. miuus ЮАН ПЕМ, Xm Das) ez ЖИЙ, ПА... дз. s 
[1 0<к<п +1 
м. 
"аы. k>ntr 


Hh a.) мо Ра БИ) ВР атаа 4249] 
Е,(0,)=У» { Cisgnk)k ) 


={ИНЄх* Ho(t,7060) — 10) b 
шр, + 
ИМ, 3 Fourier а ИАЛ RU (а>), HCX? (1<р<+‹=) 
有 
RO ао xj) T 
其 中 


оао 典型 平均 ва) quet MET, Mao, S, Alani ANFINN AR 


Ж. a<, Маями n ) 在 X?. 上 关于 a" 兄 多 和 的 ， 了 
г, к) АДА ПЫ, 

HEDI 由 于 

E 


| фи кы. ы 


(du на) 


ак nti 
14 (Ik on) 
取 9(n)=1 一 2X 000 а) i yon АН Кд {0} 有 
Lim 1-2x (20^) : Е 
ace шу ^К!" р T 
其 次 ， 对 每 个 hEN， 令 
( (а)^ 
1—2X; (k) 
Aa = (а) 1КГ" X€ZN (0) А 
| 1 к=0 
WASA 。， 即 对 每 个 nEN，》X,= Das) vez 是 偶 型 的 ， 且 A。 Elo ЖА 
[ 1 (к<а) 
Ак. = а 
(2+) (к>һ) 


‚НА. = (31) ео, 3: t. 
А? „= 2а Ака» 


0 (k&n-1) 
жү 
-aet amn 
Чая)" (ктоо) 0eR2)7) 5 (RD 
现在 设 h(x) 一 x"， 则 存在 xu DC 15, 1) 使 得 а 


ое С ED 


<(k+1) 1 0:2)! [čiti веста) |+2k '(k+1) h(a) l 
X2k *a(a—1)(k2): +2k "a(k-2)' «Ck ** 
其 中 C 是 与 k 无 关 的 正常 数 ， 于 是 有 


= (п+1у га, 
E (DIA! п (1-(715) + E (ktDAU. 
ко ` ( а) PESE $ 


` 
. e tá РА 
<" (1-(+;)) Ноа E K< <+ 


其 中 M 是 与 n 无 关 的 正 数 。 
最 后 由 推论 4"14 得 到 ，R: "(a>0) 在 X, 上 关于 n 是 饱和 的 ， 且 有 
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F(R? )=v Clit*). 


证 毕 . 
为 了 扩大 定理 4*14 的 效力 ， 我 们 给 出 一 致 有 界 乘 子 的 一 个 充分 条 件 。 
8144911 设 和 。==-{ Aro) iez, 若 存在 h(x)EL:( 一 co，co) 且 


ПЕ ы 
251 „овет 
使 得 对 p>>0 和 k € Z+ 
+оо ГЕЗ 
Ау j вера, 


Bl, €(xt., xt.) (1<р<+°),(Ый, О) ву, BVa)» 
HU, X T0204—S9Ufi ET. 
证 明 对 p>0， 令 


十 co 
һ(х)= рул E h(p(x+2kz ) )， 
к= оо 
i ph 
Bul | аак, 
即 hy 在 Li ,关于 P>0 是 一 致 有 界 的 ， 且 有 


1 =_1 = 
š Í h,(t)dt 7 af h(t)dt=1, 
又 对 每 个 EZ 有 


мою 2 |” min, 
вк) = | ье» dt 
十 co 
=1 IRAM 
=k] коса, 
HEX (1<p<+oo ) REL, + 
v, (tx) ed. [^ вооа 
Pug oCtOfCx — tdt 
^» 2x)... А 


Ий, (D x; ML > HXHRAKCZH 
ОКОН) 
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`w 


BA E( Xio XIOMI 52, LT nepos . 
iU, 1<һ„1<м<:+, 
又 对 huEBVa:， 令 


1 л 
v, Guo) L | кеб) 
е, -х р 


其 中 
wo f воа p>0) f " 
-x 
MU, (du) € ВУ,» 且 有 
СОРТ (kez) ^ 
可 见 乘 子 U, 关 于 0>>0 是 一 致 有 界 的 、 证 毕 。 


由 引 理 4*11 和 定理 4*14 得 到 
推论 4.15 设 { dhs。}。>。 是 一 致 有 界 的 Borel 测 度 核 且 适合 如 下 条 件 ， 
Т)4Е1ЕФ(р)-*0* ( p— +оо ) 使 得 对 每 个 EZN {0} 有 

Li 1—2. (k) 
$336 aco) = *0 
并 约定 ,二 1。 


十 co 
гє (9+) RZ, | n GOaxe 1 使 得 对 p>0 和 kE zA 
т А 


1—2uY (k) 十 co 
м =} ( 


=——— к h(t)e it Жаа 
(о) фк М?л* == 
ИХЇ1<р< + оог 
Р, (1,) =\, iy}. 
2.4Ture sky 等 价 定理 及 其 推广 


关于 正 卷 积 算 子 列 的 饱和 类 ，A ,HH,Turesky 证 得 如 下 等 价 定理 ; 
224.15 Ur (du, ) 。eo 是 正 、 偶 Borel 测度 核 且 1 一 aie=o(1) (900) , 1386 


Turesky 等 价 条 件 之 一 ， 则 (1, } veo 在 Xi。( 1 和 p 委 十 co ) 上 关于 1 一 ci 是 饱和 的 、 且 对 


TEX 2 、f 寺 const, 如 下 命题 是 等 价 的 : 


1) t€FXG,), 
1) #Єу, ( (ik): J, 
M) olf) =) (i07), 
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ту) o Cft) ,70() - (10°) 
证 明 【 ) 一 > 1)— EEn 


D= DE SA WPA ( 取 r 一 2 ) . 


IV)— I ) 是 定理 2*32 的 直接 推论 
证 毕 
作为 例子 ， 考 查 Jackrot.-- 松 岗 算 子 对 1 EX%, (1<р<+°), 4 


Josa(f,x)= ({* Кана) 
Жа, p, q €N, 而 


К, рр, «(Сатья 


并 选取 C。in,。 使 得 


1 x 
- f конан, 


为 了 确定 { 1,1, } esf ID, ЗЕ TF BEBO OR HENIN 
un 


d sin 
3 21 арка" (noon) (2-21) 
sins 
实际 上 ， 由 于 
i sint, a sinnt 
es premi, 
-x sinist 9 эт 
和 当 0<t<x 时 有 
Nt te 
(=) Ssin** 5 < (5) 
因此 得 到 
ap 了 十 上 intent 
ip sin 2 аха f7 sin?’ 27 ái 
zJ. *)m SC 
X sint T) G) 
ntl. 
ыў [Г.З sin:? ?u 
=2(n+1) = |, a dun t" (n9) _ 
3⁄4 


tosin?’ 
其 中 利用 p>q>>1 时 ， s» | Sin Mau poo, 


应 用 定理 4.15， 我 们 有 . 
Ж1. Arq, 1аскзоп-- RRF (7,1, ) ем Е ХЕ. (1p 09) E 


关于 n 是 他 和 的 ， 且 
F*(Jsire)=Vr((ik): ) 


—(flft€Xi.Iot':),70(t) 1-0* ) 
证 明 di (2:21) 推出 


[CE (Cn 一 +co) 


aiat © (ан) 


Miq23H, d (2-21) 推出 


£ t 1 
1 in* Kis, =c, 
i. sint Ke eralt)dt= С, зена 


Жа 29% 1197870 (1—а1.). . (п—+оо) 


而 当 q=2 时 ， 则 由 《 2°21 ) 推出 
x 
[чакада сель Í oo alat 


=O(n *')=c(1—a,.) (пә+о°), 
可 见 Turesky 等 价 条 件 征 ) 适 合 ， 因 此 所 需 的 断言 由 定理 4"15 直 接 导 出 ， 证 毕 。 
自然 要 问 ， 对 定理 4*5 的 结论 而 言 ，Tureskg 等 价 条 件 是 否 必要 呢 ? 为 此 , -我 们 证 明 如 
下 引 理 。 
引 理 4*12 设 { dh。} oeo 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 ， 则 如 下 条 件 是 等 价 的 ; 
工 ) 存 在 C>0， 对 每 个 FEN 有 po(k)>>0， 使 得 当 Ip 一 psI<<ps(Ck) 时 ， 有 


(2-22) 
1—2u;"0) 
1 ) 存 在 C'>0， 对 每 个 :>0 有 polz)>>0 使 得 当 Ip 一 po。1<pole) 时 ， 有 
e 
J sia Sqn)>c’ (1 一 2 хо) (223) * 
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tee 


intl 


于 是 对 PE 有 | : 


1 IPS du (t) &sin^* Eazy), 


XO eM, A 


sint ecktsint + 
选取 ke EN 使 得 Cki >2sin* 2, ЖШ ТОНН, i lo— рь |<pe(ks) 时 ， 有 


e e 
в: | sin? $9 Í sint tau, (O 
-e -e 


=( Г - О-о 


> cki 7262 0))- 25i7* (1-25) 
1 Ck 
=F a-y o i- 6) 


=% cke? (1-247 (19) 
或 


| sin au (D> c (1-640) 


Щй, Ros Ce) os (fi C^ = T CBE 1). 
ГГ). HETKEN, <<, БЕТ ЕЕ 
(В sint 
所 以 有 


2} 7 sint a 2 i sin? Ма) 
; : 
f СООК. 


因此 由 D), 4 lops |<po(e) 时 ， 有 


1316 


x 
2 setagoz(1) ес (iyw), . 
* -х 
x 
1-28 002(2)' c'if(1— 24702) 
于 是 取 pe(k)= pe(e)( 0e #уйс=с'(2)', mms. ue 


通常 称 引 理 4*12 中 的 等 价 条 件 I )、 工 ) 为 广义 Turesky 等 价 条 件 ， 我 们 НЖЖ 
Turesky 等 价 条 件 但 适合 广义 Tureskg 等 价 条 件 的 正 , 偶 Bore] 测度 核 是 存在 的 ， 辟 如 ， 设 
{ аи, } neo 是 正 、 侦 Borel 测 度 核 ， 且 对 每 个 EN 有 


4 

du, Osz X C417 O С 于/ 二 oh 人 (ti 2) E 
则 

MITT "2 Lo 
又 对 每 个 EN 有 
2i (к) e 28 2 GO (22^ (0) +1201) eos E 

所 以 有 

= пе їз =. -= n ` 

1-2в X (1) ыст k=2m, 


可 见 { ан, } veo 不 适合 Turesky 等 价 条 件 ， 但 对 每 个 kEN， 有 下 > 与， 即 AT} aeo 
适合 广义 Turesky 等 价 条 件 。 

现在 可 以 推广 Turesky 等 价 定理 ( 定理 4*15 ) 得 到 ( 类 似 的 证 明 参 DeVore(7) ) 。 

24.16 设 { dh。} neo 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 ， 若 适合 广义 Turesky 等 价 条 件 之 一 ， 
3I CL, ) ea 在 ХЕ, (1p oo) EX T1—ai JR, HXtEXI г, m F 
命题 是 等 价 的 ; 

I) t€ F,(1,), 

D r€v, { (ik): ), 
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Y) o: (f, t) ,=0Gt) (i0) 

ТУ) o Cf';t)  =O(t) (9) 

25 Жтт 

82-546 — EUR TER ЕЖЕ FE *r 8 0238 059519 AR „НЕЕ Г ЖЧ 
饱和 类 等 价 关 系 成 立 的 必要 性 ,由 82 .4 的 Turesky 等 价 定理 及 其 推广 形式 可 见 ,对 于 正 、 偶 郑 
_ 积 算 于 族 侈 和 类 的 等 价 关系 成 立 ， 内 要 存在 常数 C>0 合 得 对 每 个 KEN 有 oD。 кемен 
>с БЕ EUE— SCR ДЕНЕ ЕЖОВ В REH око), Иши = IK 
(0<а<2) МОЖЕ 4 (p Жж Жл RARR TIE IEEE RI у 65]. 

ЖАН AK€ZN {0} ipm ki (0<а<2) Wk = Cy! 3JK€EZN (0 ) ЖА 


ЖЗ, ХИМ E15。，、， 因 此 由 定理 4*5 存 在 9。 之 0 且 PeELi 合 得 对 每 个 :EZN{0} 有 
9. (к= Ik| "° 
ilie. (0)=0, THRUB eG) — (At, ИНЖ. 


= +оо 


E 
CIE согус (2:24) 
1 


8114-18 Єх, (1<р<+ оо), Wire v, CIk* ) (0<a<2) 的 充 要 条 件 


JéféfEg ELI, (1&p&-oo ) 和 hE BV: , ( p=1) 使 得 


кож ЫШ бз 


证 明 一 ) 因为 LEV。{ kk| " } ， 所 以 在 在 gELi C1 p) ftu € ВУ:.(р=1)@ 
得 对 每 个 :EZN {0} 有 


O) (I<p<+% ) 
Тк" = 
EM (р=1) 
因此 对 每 个 EZN {0} ж 
о LIO (1r o ) 
Ik| -ek Ck) ` (p=1)., 


于 是 由 唯一 性 定理 得 到 
e [Ces * в)(х) (1<р<+е ) 
162717 E] е.а) (ә (p=1) 
充分 性 的 证 明 是 明显 的 ， 证 毕 
关于 乘 子 的 一 致 有 界 性 条 件 ， 有 如 下 结论 。 
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m 


у 


定理 4*17 设 { du, } oeo 是 Borel 测 度 核 且 适 合 如 下 条 件 。 
I) 存在 9(p) 一 0* (р-р. ) 使 得 对 每 个 FEZN ( [PE 


Lim 1—20Y (9), у. an) ` 
б>» — qs) = sos i ooo o (2:25) 
其 中 a>0 кы 
D amim еа X) ^ AEH) auus, 
(ВУ: Вуз.) ， (р=1) 
其 中 | 
1—23 (к) jj PR 
А.Г = MUR ME D Dh 
1 "u . xka 5 
УКР} CE, (1,), RE {Uro } seo 关 于 0 是 一 致 有 界 的 。 out 
ШИ “分 两 种 情况 讨论 ， 首 先 设 1<p<< 十 ce; XHEH s €XIa( 1p bom) 4 
G(x)780 一 840) ея 
NiG Ext, (1<р<+°) Н (0 =0, (к) = (к) (k€ZN (0)), 7 s 
x4 vtt ug а. ңыз ent 
fo(x)=# (6*9.)4(@х) ` „эса 1 ' 


则 由 引 理 4*13 的 到 fc EV。{ Ikij" }， 又 因为 
£ OC0)=0; 10(k)=0 70) Ik CREZN (0) 
所 以 有 Vo dn 
G^(O- Кел) ^^’ (kez) 
H PA,C(X1., X1.» МЕ (G) EXT ,使 得 对 每 个 LEZ 有 


"à 


v, (о-в 0) hashis КЕ 


一 1 一 282Gk) ~ " 
— y 00 Hi 


(L2) 709) , ec) od 
Ф(ю) 


于 是 由 唯一 性 定理 得 到 0 п ат 
š (0х) Ls, x í 
v x)= CON Ë | ККК 
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或 


0, (кх) = GE 


因为 fe EV Ck? Y CF, (1), FUR 


| Ш—1„(%)1„=О Coco ) (р-р), . 
БЕЗ s € X2 (1p oor) 
IU, СЬМ, + 


由 共鸣 定理 得 到 
хр, iym. 
ЖК, йр=1, XHTREBVis 4 
š p Сх) Сх) У (0) 
И“ (0) оя Y(k)=u (k)  (KEZN (0) ).x4 
f. G0 Ф (фае а,, ) (x) 
Bit. СУ, {1к|* } B. 


£0)=0, tim io (к) (kezN (0) ), 
或 对 每 个 kEZ 有 
вк = вк) | 
ШТА, Є (BVis BV:.), ， 所 以 对 ke Z 有 
v, (4,,) Y () ion Y (k) 


=.) m 1 7282/08). a 
(2) f. (k) 


= (t,.—L.(t,.)) ^(k) 
Ф(о) 


щй, 4 
Жун y ССВ 
-л ТО] 
tJ kez 
NUES f U, (d,.) Y(k)- vv (k) 
从 而 得 到 


ао, анк P GO Cen 
于 是 对 每 个 hE BV. Я 
С (а= or o 
因此 由 f.。 € vi { | * ) CF,(I,) 推 出 
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lu; (ди)1зу‚,=О(1) Com): 
所 以 由 Helly 一 Bary 定 理 得 到 . t: 
IU, lsv sv, SM< +оо 
Te ЫР 

证 毕 。 ЖО 
更 一 般 地 ， 类 似 可 证 得 тан 
214-18. i { du, } seo 是 一 致 有 界 Borei 测 度 核 且 适合 如 下 条 件 ， 

1 ) 存 在 ptp) 一 0 ( p 一 p。) 使 得 对 每 个 EZN {0} 有 
lim 1—2u7"(k) 
P po) 
BG! J&€ZN (0) E(X} xl, ЭФ 0 

t 


=, 0 рл . ki 


(xt xt) ` (ape) C 
1,7 0a») „во! d 
[OBV:, BV: ) (p=1) 
黄 中 e 
1—2u;"(k) 
e k€zN (0). E . NES 
1 ' к=0 РТ 
ЖУ, CE) (1<р<+е°), МЯ CU) оН. = 、 
最 后 我 们 证 明 关 于 1。 二 (2i } kEz 关 于 p 一 致 有 界 性 的 命题 ， 得 到 DT 


> 24.19 i (du, } oeo 是 一 致 有 界 的 Berl 测 度 核 ， 且 适合 如 下 条 件 w 
1) 存在 p(p) 一 0*(p 一 p。) 使 得 对 EZN {0} 有 


1—2u7(k) 


Lim RO, t #57 


р-р. (p) 


> (C: 0i) 
RUSO a) SÍ бирд, PERRO ; 


П) о {Aro } кеу, € BV:: 使 得 
vy (0)=1, у (к) = (k€ZN (0) ) 
或 存在 gs EL's: 使 得 
g 人 (0)=1, sC (k)=4u (kezN{0}) 


其 中 
1-27 (k) 
inal er N kez\ {0} 
1 к=0 


321 


车 {14o1 о } 关 于 po 无 界 ， 财 
Voo {Y1} Folle) 


或 
У: {Pi} £F.) 
Ш Ву. СВУ, AtA 
v 1 (я : 
voL eq 
Ул» — (K€ZN (00) 
注意 到 
ра оо 1-0; Я 
x | 
«xj. о-в 
(或 存在 gveLi ,使 得 
вв» (kez\ {0}) 
从 而 有 Ms 


låse l= I^ QO Ill) 
МУвЕс:, 令 


T 
v, бв). f^ sx Dav) 
А Е 


M ah tenci, 
《类 似 地 ， 对 半 s€ Li, 
=l (7 g(x—t)g,(t)dt 
Ui x) ү! 
则 有 


ола") 


{а } 关于 0 是 无 界 的 ， 则 TD Mrs, o, XFER BUG ps 


(ij 99) ) 和 g。E Cs: 使 得 
E 


lU), (g)lc on (i= +e) 

由 于 { pi! рел ЕСС. o2. жиы, єс, нл кє ZN Co) Ж 
боор 

从 而 有 对 每 个 KEZ 有 
(во 6200) ) Хю - «£0 

所 以 有 fo。EVoo (w). XAH 


NE ОЛ : 
Аль Св EQ) ^09 ту В ТРИ 


所 以 有 ~ E 
t) (fo €) < tema) Lcd 


Фр) +20) ы. бал 


Ur, (вех) 
从 而 导出 
lto —1» (tle. 
901) Е 
Wr фР,.(1,), ВАЗ] 


У. (w) d FO 
《同样 地 可 得 到 | 
Vi (9) er) А, 
证 毕 。 
2.6 (а) Е 
Я (das) ben 是正、 侦 Borel 测 度 核 ， 若 存在 mE N 使 得 对 每 个 .EN 有 


Lim 1—аь»,. i 
ораг Y> . Qun 


+e oc ` (+=) 


WI (1, ) eofEx1t „(1«р< + оо) ERI, 其 他 和 有 阶 为 (1 一 co)， Ra смыва. 27) 式 
的 最 小 正 整数 即 对 0<k<m 有 


Go 


жһєх!, 5 ТЕЕ sg Буу 
Lum (GO, €) 
则 了 是 X8. 到 自身 内 正 、 偶 卷 积 算 子 ， 且 


B. (2sin t D) 
=1,( ойлт o)=1-as 
因此 由 定理 2.32 得 到 
引 理 4.14 才 EX (1<pc 十 mmEN) 有 IELipl， 则 有 
I1(0—1,—0(1—2.2) (2.29) 


证 明 由 于 fE Xi. (1<р<+9, m€N), Фһ0)= КГ), WREX 
Bilio(h' 0), Kolt È) абе), 因此 有 h' E Lipl， 利 用 定理 2.32 得 到 


1,00) М, =o(1 一 ceo) 
由 于 对 关 xE[ 一 +，x) 有 


1,(t,x)—t(x)=1,(h,mx) —h(mx) 
所 以 有 
I(t) == ass). 
证 毕 die 
8114.5 Ur (dus) 。eo 是 正 、 偶 Bore! 测 度 核 且 存在 mEN 适 合 (2.27) M (2.28). 


着 (E Fw(Io), 则 fE x,. (pero). 


证 明 由 于 f€ F,(1。)， 则 有 
1,00) -,=0(1-аа,) (оор) 
所 以 出 Fourier 技 巧 得 到 ， 对 每 个 FEN 有 
| G-a)? ю=оа-а=ь), 
R 
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ЕДО, (op) 


因此 要 证 明 fE x, a 只 需 证 明 ， 对 ks 0Cmod m) › A, 


Lim 1-а 
P 一 0。 1 一 aao 


为 此 ， 令 k=jm 二 ji(0<j<m， 人 jeEN)， 构 造 函 数 
hi(x)—sin* аа, 
和 
ha(x)=sin* х 
车 x。 是 hs 的 零点 ， 则 存在 n, 和 ns EZ 使 得 
mxo72niz, (ив) хо =2nix 
所 以 
іхо=2пал 2011 = 2л (па па) 


所 以 


]xo—2niz —2nilxs2x(ni —nil) 


因此 x, 也 是 h: 的 零点 。 由 于 h,，hz 的 一 切 零点 都 是 二 重 零点 ， 而 且 h' PTS 


的 零点 ,所 以 存在 正常 数 C 使 得 对 xE (一 x*,x) 有 
Chi(x)>h:(x). 
两 边 积分 得 到 


C. f" st окап, © |" sini ED ар Са) 


Ў >} [|` sint а,б) 


或 
С(1—а„ь„)+С(1—аь„)>1—а„ 
ЖА, Ука 0С(той m)M, (2.28) 9 


Lim 1-а „Ыш 1-а: 
р-р... С° 


НГО, Sikse0(modm)M, f(k)e0, ЄХ: .(1<р< +оо; Ш, 
BmEN, Ф#= (0. .€ZN (0) , ЖФ 


m 4 j=km 
"do km 


ATE = {єх BEV. (91) ) 


类 似 于 定理 4.13 可 得 到 
| 定理 4.20 9 (ад, ) ceo 是正、 个 Borel 测 度 核 ， 且 半 谷 如 下 条 件 . 
iD 存在 mEN， 对 每 个 EN 有 


Lim ”1 一 are 
— ka „> 


且 对 0<k<m 有 ^i 


* 


bo pap еше 
让 ) 对 每 个 PE QQ 有 ез. 
- А мм.) Ә<рк+о) 
PE pa «(ено н оа 
= (Ву, «,Вүз«) (p=1), . 
жт"! 关于 0 一 Do 是 一 致 有 界 的 ， 其 中 
1-а.» 
ap к m 
и = 0 
Po An 


jmk 
ge U^ j=0 


Wl UL» ) seo 在 Xr(1<p<< 十 吕 ) 上 侈 和 ， 其 饱和 阶 为 (1 一 a。o)， 且 饱和 类 


FS v (ou). 


类 似 于 Turesky 等 价 定理 ( 定理 4.15 ) 有 
定理 4.21 {duo} oeo 是 正 、 偶 Borei 测 度 核 且 1 一 ceo 一 o(1) (оро шЕМ).# 
对 每 个 LEN 有 


Lim l-ass p 

рро Taar TE oam 
且 对 1<j<m 有 + 
Lim _ 
рр. 


ЖА! (1, } oeo 在 X32.(1<p& 吕 ) 上 饱和， 其 饱和 阶 为 (1 二 gso), 且 


FK(I,)— { tit€ Xt Ho(r,t),-0(0 ] v 


HER, ЖИ (2.30) 可 用 类 似 地 Turesky 等 价 条 件 之 一 代替 ， 例如 可 用 如 下 条 件 代 F 
н 


Lim 1 а 4 
р-р. 1 一 Cayo 


同样 地 ， 应 用 广义 Turesky 等 价 条 件 ， 类 似 于 定理 4.16 得 到 
定理 4.22 设 { du } „со, Ваго и ВН (1—а„„)—0°(р— po m € М). E 
020, ЭҢ КЄ МНР, (Ю> 10р, Ios (к) 时 有 ç 
on Twaa | А 2 o (2.31) | 


县 对 1<j<m 有 


D Lim ]! 一 zie L Leo 
— Ge 


Ж (15 ) »co TEX? (1 和 p 和 十 cc) 上 人 饱和， 其 饱和 阶 为 1( 一 aao), 且 
! ¿ 
- к= ( titext. Bo 00) } 


同样 地 ,条 件 《2.31) 可 用 如 下 等 价 条 件 代替 ， 存 在 cC 之 0， 对 毒 个 :>0 有 po(e)>0 使 
得 当 Ip 一 pol оге) 


e 
Г. sin* ар, (2 с’ а 


8§3” 正 线性 算 子 在 C[ a，b】 上 的 饱和 理论 


由 于 正 线性 算 子 列 (L. ) ex 对 C [ab] 的 盘 近 度 受 区 间 中 点 的 位 置 影响 ， 所 以 讨 论 
ДЕС (a,b) 上 的 饱和 问题 ， 其 饱和 阶 应 当 设想 为 一 个 函数 列 ， 其 次 具有 小 o 饱 和 阶 的 再 不 
仅仅 是 常数 ， 而 应 当 设想 为 某 个 特别 指定 的 函数 集合 并 称 之 为 CL.) en 的 平凡 类 ， 记 № 
T(L,)， 例 如 通常 取 T(L。)= {1l1i(x) 是 (a,b) 上 的 线性 函数 。 
在 上 述 设想 上 ， 我 们 给 出 {L。} ,ex 在 C Ca, b) 上 的 饱和 的 准确 意义 。 设 Di= Cod 
C (a,b) (L,).edEC (а,Ь) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 若 存在 关于 xE (od) 一 致 收敛 
于 零 的 函数 列 {ф.(х)}, Нф.(х)>0(хЄ Cod) ) 和 平凡 类 T(L。) 使 得 如 下 条 件 成 
Xa 
1) 小 o 饱 和 条 件 ， 对 每 个 :EC Ca, b) 有 
Lim 5 fx)— Lx) | 
rhox € а) со. " |=0 
<t ET(L,) (3.1) 
di) 大 0 饱和 条 件 ， 存 在 fE (a,b) \T(L。) 使 得 
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Sup ifo(x)-L.(fo ,x) 
xe(c,d) _ ф„(х) 


йй CL, ) sen ZEC Ca ВАЗ Сел ТО) RO, T 
кыз туе) (t1 € cs) NTL) RSS. О-о) } 


хє(с,а)! Ф.(х) t 
为 {L。 } sex 的 饱和 类 。 
应 当 指 出 ， 在 (3.1) 式 中 我 们 效 弈 采 才 Lim， 其 原因 是 既 使 采用 Lim 也 不 可 能 保证 平 A 


类 T(L。) 以 及 饱和 类 F CL. T, 9, ) 与 饱和 阶 无 关 ， 不过， 若 仅 考 Ф, (х) = e(x)a., Ж 
中 9(x) 是 确定 的 函数 ， 而 c。 一 0*(n 一 ")， 则 采用 Lim 时 ,可 以 得 到 唯一 的 饱和 类 ,例如 许 


多 经 典 的 正 线性 算 子 列 ， 其 侈 和 阶 均 具有 这 种 形式 ， 因 而 其 他 和 类 是 礁 一 的 。 
还 应 当 指出 ， 若 { L。} ,ex 具有 饱和 阶 { 9。(x) } ， 而 { #„(х) } 是 另 一 函数 列 ， 且 存 
在 C,，Ca>0 使 得 对 每 个 xe(c，d) 有 
Cio. G0 y. G0 Cie (x) 
Rl ($.GO ) 也 是 (CL. ) ,ex 的 饱和 阶 。 
由 于 ф.(Х) 可 能 在 端点 a，b 取 和 零 值 ， 因 此 对 Ced) = (a,b) 和 a<c<d<b 两 种 情 
况 ， 讨 论 饱和 问题 是 有 差异 的 。 前 者 通称 为 整体 饱和 理论 ， 而 后 者 通称 局 部 伯 和 理论 。 准 
确 地 说 ， 若 { L。} ,ex ЖС (а,Ь) 到 自身 内 正 线 性 算 子 列 ， 所 谓 整体 饱和 理论 是 研究 对 每 
个 xE (a, b) fiif 
жох -L. (6x) mo(9, G0) ; (no), 


|=о() i (3.2) 


和 
ft(x)—L,.(t,x)=0,(g.(x)) ， (n= +), 
的 充 要 条 件 ， 因 而 有 时 也 称 为 点 态 饱 和 理论 。 
4f (ed) C Cab) , {La} sen 是 C (a,b) 到 CCc,d) 内 正 线性 算 子 列 ,由 于 避 T 


区 间 (asb) 的 端点 ， 因 此 通常 取 $.=、 旭 ,a)p.(x)， 为 亿 和 和 阶 ， 所 以 局 部 多 和 理论 是 研 


x €(c,d 
究 使 得 
RC Cep 0971.20] =о(%.) (+), 
* | 
Slee alt-l x| 20082 (=+), 
的 充 要 条 件 。 


本 节 利 用 由 Bajsanski 一 Bojanic 创 立 的 抛物 线 技巧 ， 研 究 正 线性 算 子 的 整体 和 局 部 饱 
理论 。 

зл 正 线性 算 子 的 点 态 小 o 亿 和 定理 

CL.) sex 是 C [a,b) 上 的 正 线性 算 子 列 ， 为 了 研究 它 的 饱和 性 质 ， 首 先 需要 定 E 
的 平凡 类 与 饱和 阶 ， 应 用 抛物 线 引 理 我 们 有 
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定理 4.23 RL)? sex 是 Cla,b) 到 自身 内 的 正 线 性 算 子 列 ， 县 对 每 个 xE (ayb) 有 
` [ECOL Ча, (б-к) 2,х)>0. | | | 
若 对 每 个 xE (ayb) 有 


гойт 


е,(х)—1,.(е,,х)=о.(ф.(х) E (3.3) : 
其 中 es(x)=x*(k=0,1)， Rit CCo EAE € (ab 有 
fG0 7L. x) moo. (х) ) (n9), (3.4) 


当 且 仅 当 ! 在 (avb) 上 是 线性 的 ， 即 
«бд=ка)+ OI KG (Lay x€ (a,b) 


, ШВ 首先 由 条 件 ( 3.3 ) , 充分 性 断言 是 明显 的 ， mr smi. 
Moria b) кавию, 4 KY Woo Vr 


вО) =) - t) — КЮ (x.—a) 


ЖЕ(а)=в(5)=0, HFF Exs € (a,b)fffbg (xe) 0,73 ex 070, HT 
&G0 —L.(g,x) = (х) фт, (tx) 7 а) (1,(со,х) ео) 


EROR! te. 72) L Ces —a,X)| 


ЩЖ de (3.3), (3.4) 导出 ， 对 每 个 xe (аљ) 有 
g(x) —L.(g;x) 70. ( 9.(x) ) (п +оо) (3.5) 
39—271, НТ (а) = 8(6)=0, &(х.)>0, x€ (ab ) ， 所 以 由 抛物 线 引 理 ， f 
在 gE (a,b) 和 二 次 抛物 线 。 
О(х)=а(х—у)*'+Й(х—у)+в(у) (а<0), 


使 得 对 每 个 xE [a,b) 有 
s(x)<Q(x) y (3.8) - 
于 是 由 (3.6 ) 导出 
L.(g,y) 一 5&(y)=L。( 8(x) 一 &g(7),y) +в(у) (L.(1,y)—1) 
š 2 XL, (Q(x)—Q(y),y) + о, Co.) 
SaL, ((x—3)*y ) BL (x7 ysy) o. C Cy) ) 
=?2аФ.(у)+о, ( Ф.(у)) „** 


Bre), UA 


_1.(в,у)—-в(у) 
Ф. (у) 


<2а+о, (1) 


所 以 有 


Lim г.(в›у)—в(у), | | 
nores "(уу taa 

可 见 当 n 一 十 oo 时 
1.(в,у)—В(у)#о,(ф„(у) ) 

与 (3.5 ) 了 矛盾 。 因 此 必 有 g(x) 三 0 (хЄ(а,ь)), № 


f(x)=f(a) 4001-10). (x-a) x € (a,b). 


р, 

由 定理 4.23 可 见 ， 若 ( L.) sen Ж С(а,ь) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 适合 Ж 
(3.3)， 则 其 平凡 类 T(L。)= {1l1(x) 在 (a,b) 上 是 线性 的 ) 。 

应 当 指出 ， 定 理 4.23 给 出 比 小 o 饱 和 条 件 还 强 的 结果 ， 因 为 我 们 只 须 材 求 条 件 (3.4) 是 
融 点 成 立 的 ， 便 导出 ET(L.)， 因 而 为 了 得 到 整体 他 和 定理 ， 只 要 建立 大 0 他 和 条 Р, R 
们 有 

定理 4.24 ( 整体 亿 和 定理 ) 设 {L.} .es 是 C(a,b) 到 自身 内 的 正 线 性 算 子 列 且 对 每 
个 xE(a,b) 有 


т.б) +L, (@—х)*›х) >0. 


若 对 k= 0，1 有 
Lim Sup G0 71 Cei) Jo 
п +оохЄ (a,b)! т.(х) i 


则 {La} ,ex 在 C(asb) 关 于 q,(x) 和 T(L。)= { 11(х)ЖЕ(а 5) LÆRER } 是 饱和 的 。 
证 明 ШЖ (3.7) 导出 ， 对 每 个 xE (аљ) 
有 
е‹(х)—1..(е„,х)=о (Ф.(х) ) (n9), 
其 中 k==0,1, 因 此 由 定理 4.23 得 到 到 小 o 饱 和 条 件 , 即 对 fE Cla,b)， 则 有 


Lim Sup 566231 | =0 


nm 一 co xe(a,b) Ф.(х) 


< по) а) Ка) (ха) єт(1.). 


Жа, жеюенетСь.), НА 
fo(x)—L,(fo,x)=2x ( e, (x)—L,(ei,x) ) 
=x? (e (х)—Г.(еь›х) ) —2Ф.„(х) 


因此 由 条 件 ( 3.7 ) 导出 
ыр (х) =. ср 


x€ (a,b): q(x) 
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即 大 0 饱和 条 件 成 立 。 
因此 得 到 {L。} .es 在 C (asb) X: Te. ORT ( L, ) 是 饱和 的 ， 证 毕 。 


例 ! E CB, ) ses 是 Bernstein 算 子 列 ， 则 {B。} «eic 0,13 po (к) Жак) 
和 T(B。)== 《111 在 (0,1) 上 是 线性 的 } 是 饱和 的 


证 明 由 于 对 xE(0,1) 有 
В,(1,х)=1, B.(t,x)=x 
ЖЕ (0,1% ° 


в.д Тв. (=x), = О) >o, 
可 见 对 k= 二 0,1 有 


Lim S N )-B.Cei, x) ' 
nce» (о) M |= 
即 条 件 (3.7) 适 合 ， 因 此 由 定理 4.24 导 出 所 求 的 结论 、 证 毕 
3.2, 正 卷 积 算 子 的 点 态 小 "饱和 定理 
设 (duo ) oeo 是 正 Borel 测 度 核 ， 对 fE Co «4 


Lt) (ее du) 6921 [7 6-090) 


应 用 抛物 线 技巧 ，R。A .DeVore 对 { I, ) "ea 建 立 如 下 小 o 饱 和 定理 。 

2425 1 (аи, } peo 是 正 、 偶 Borel 测 嵌 核 ， 且 适合 Turesky 等 价 条 件 之 一 ， 则 对 

f€Ci :和 每 个 xE( 一 t,x) 有 
fx) 一 Le(fx) 一 ox(1 一 cio) (PSP, ), (3.8) 
"Bore, 

证 明 ” 充 分 性 是 明显 的 现在 证 明 必 要 性 ， 由 于 I。 是 常数 保持 的 ， 所 以 不 妨 设 f( 一 +) 
= Кл) =0, Bit Я EKER 80 ( xE( 一 t,x)) 。 采 用 反 证 法 ， 若 存在 x。E (一 x ,x ) 
使 得 {x。) 三 0， 不 妨 设 f(x。) 今 0， 应 用 拖 物 线 引 理 六 存在 yE《 一 ,+) 种 二 次 镍 物 线 Q(x) 
二 a(x 一 y)* 十 B(x 一 y)+i(y) (a<0)， 使 得 对 每 个 <E〔 一 +， x2 有 

9(х)>Кх) (3.9) 
于 是 由 ( 3.9 ) 导出 


yt ° 
(у) у) 1j (GO0-160) в.) 
z 


x : 
«1 | 960-0962 аи) 


—я 


л E qr ses 
= Г an=) j бту) (3.10) 
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BT 


= + 3t 
1-а= sin*—dau,(t) 
xj 57 


зіп? К Чаи (хш) 
= 2 


"n 
<> f A a-y) (3.11) 


f'e-0u.-)0- | uo 
E -x-y 


x x 
=Í udO< |" aO 
л-у a—y 
又 由 Turesky 等 价 条 件 有 
Г оно Саа) (Co-o) (342) 
x—y 
注意 到 xc<0, 由 (3.10) 一 (3.12) 导出 
1(1›у)—1(у)<2а(1—а„)+о,(1—а:„) 
所 以 有 
1,00, у)—{(у)*о,(1—а1ь) 
这 与 ( 3.8 ) JR, АМИ) =0 (хЕ(-л,=)). Е 
19724 В.А. DeVore E 94,25 { ди, } 不 适合 Turesky 等 价 条 件 的 情况 ， 得 
到 ` 
24.26 (ан, ) veo 是 正 、 偶 Borel 测 度 核 ， 若 对 每 个 kE N 有 


Lim _1—а%› , " 
рери i-a, D20 (3.13) 


则 对 每 个 fE ci 和 每 个 xE( 一 xyr) 有 
fx) 一 Te(ft,x) 一 ox(1 一 cio) (2-2. ) (3.14) 
当 且 仅 当 f 三 常数 。 
为 了 证 明 此 定理 ， 需 要 如 下 一 些 引 理 ， 设 x E( 一 +*，7), 若 对 x 的 每 个 邻 域 I. 有 


[ERG A —_aj) (р-р. ) (3.15). 


则 说 x 是 { dk。} beo 的 本 性 点 。 非 本 性 点 称 为 可 赂 点 ， 即 x 为 可 略 点 ， 必 存 dk — 4 Җ 
nes 
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i Гава Xa) (e). 


max 


记 mE COM, BE Coro Жк), +. 
E(x,)= COR APER BG M ) 
ЕП E) 3 
3184.16 设 对 每 个 xE (=r) 有 d 
f(x)—-L(f,x)9o.(17a:)) ` (P>P,) 
若 x 生 E， 则 x 是 可 略 点 。 А = I 
证 明 因为 x 生 E， 必 存在 x。 使 得 f(x。) 二 M 且 x 中 E(x。)， 所 以 或 x 是 可 上 略 点 或 x 使 得 


f(£,--M)CM 
对 后 一 情况 ， 令 
ь={ xlf(xoty)< (M+t(x+x,)) } 
Ап„Жхї E ^ 
fi, 07i tap) |, (м- Е смычка о 
或 
емее) fiasco [ooo as) 
={(х„)—1,(,х»„)=о(1—а1„) (05), 
所 以 有 
Im dut) =о(1—а1„) (о-о, ) 
即 x 为 可 赂 点 ， 证 毕 。 
31884.17 设 { 夺 const， 则 E 仅 含有 限 个 点 ， 若 x CE, Py 其 中 a 为 有 理 
#. 
证 明 设 E 中 含有 无 限 多 个 点 ， 而 { x。} ЖЕТИК FP, ат, =€ ^ 
(0, 2х), Ф 
х.=2ла.; х=2ла, 
Ша. 2 (п +оо), 
ЯхЕ Cr x2 Н4(х.)=М, Hx ЕЕ, FUF 
f(x x) Mx, € E(xo +x.) 
依 此 类 推导 出 ， 对 每 个 LEN 有 
(xo kx.) M (3.16) 
令 n 一 十 o 得 到 f(xe 十 kx) 一 M 或 МЕШ 
‚ Котка) =М (3.17) 
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车 a 是 无 理 数 ， 由 于 数 集 { ka 一 (ka) } 3E C951 2 上 稠密 ， 所 以 x, 十 2rka 在 (xeyxo+2r 2 
上 稠密 ， 因 此 由 连续 性 和 (3.17) 导 出 f(x)=M (xE(xe,xe 十 2r] ) ， 由 周期 性 得 到 
f 四 const， 这 与 假设 矛盾 ， 车 a 是 有 理 数 记 ka 一 kK(a 十 6。)， 其 中 0 二 6s 一 0(n 一 十 吕 ) , 
同样 地 , 数 集 { ka, 一 (ka.) ) 在 (0,1] 上 稠密 ,由 连续 性 和 (3.16) 再 次 导出 f(x) 一 const , 
因此 断定 E 在 5 0,21) 上 无 极限 皮 ， 因 而 只 能 含有 限 企 点 。 
最 后 ， 若 xEE 且 x=2rac， 而 c 是 无 理 数 ， 则 如 上 述 对 每 个 kE МАС +8)= М, 从 
而 导出 f 王 const， 这 与 假 矛 盾 ， 所 以 c 必 为 有 理 藩 ,证 毕 。 " 
定理 的 证 明 设 i €C:: 且 f( 一 x)=f(x)=0， 著 对 每 个 EL 一 rz] 有 
ft(x)—1,(t,x)=o,(1—ai,) (р—эю,) 
但 f 放 0， 则 由 引 理 4.16 存 在 m E N 后 得 š 


ка |k0, £1, £2, 
ЕС (E [ko 21, $2, tm } 
kr _ x s 
4 A m mi Lx ane тух) 
ЖУФЕН 4 15у аве, ЛЕН IB ИДЕ, HS= (—х,л) NA 
f tnc) mo1 72:2 =p.) 
Fewo Aüüw- QUE „0020, 4 


в(х)= —Msin*mx-- 2M, 
Кое (—л,л) 有 h(x)>f(x)。 记 


c= (h(t) 7 (0) 
于 是 有 yEI 使 得 h(y) 一 f(7) 一 e， 且 对 车 xEI 有 
h(x)-c2tf(x) 
因此 有 
тобу) f" 607160) dnslx—y) 
<E роосуна | as буе 
<L fi DAC) ) вико 72i (3.18) 
х 
又 因为 


h(x)—h(y)= —Mcos2mysi ;'m(x — y) — Vsin2mysin2m(x— y) 
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WAR C A ix 
1 f" Ch(x)—h(y)) dz, (x—y) 


x E p 
= —Mcos2my 1. j sin*n(x—y)dus(x—y) 
x” 一 m 


ш 


于 是 有 > 
1 [,(абд—у)) 4и„(х—у) | 


а | š a 002786) 
= 1 


=M cos2my(1—arnse)+o(1—a:9) (юз), 77 
所 以 由 (3.18 ) 和 (3.13) 导出 
1 ›у)—{(у)<<—Усоз2ту(1—азь›„)+о(1—а‹„ 
ом 
2 
由 于 y €I, МЫ соз2ту>0, АНН (3.19) 断定 
L(t,y)-t(y)*o,(1—a:5) 
这 与 假设 ( 3.14 ) ЖИ, ЖМ =0, HXix€ (—x, x) #1(х)<0, ян 一 f 替 代 f， 
同样 地 讨论 可 得 到 f(x)>0 ( x€ (—л, x)) ,从 而 得 双 ?(x) 宇 0, (x€(—2, л)). Ш 
в. я i 
自然 要 间 ， 若 (аи, ) око ЖЕ Воге Е, (НЕА, РЕНН Sola gn s E 
Jis 作者 1984 年 解决 了 这 个 问题 ， 记 


cos2my(1—aio) Pat oll—aro) 7 (sae) 
cas 


i 
a," j E cosktdu,(u) 


Bol |" sinktau cO 


我 们 有 
定理 4.27 i (аи, ) seo 是 正 Bore! 测 度 核 ( 不 一 定 是 偶 的 ) ， 若 对 每 个 kEN 有 
1 u- —18 "H А 
m Б gy eoo (3.20) 5: 
Jp (0) 70'(0—0), RXIEECL IHRE x € Tm mE 
f(x)—1.(t,x)=o, (фр) ) (р-р. ) 
НЫ МЕ = сопзі. 
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E 我 们 仅 需 证 明 " 仅 当 ” же, жагсана) 10) =0, EX 
^x€ (—x,x) 有 ht 
4(х)—1„(ї,х)=о(ф(‹ю› ) (一 oo)。 


fütwo, Жййм= RUE f» 由 引 理 4.16 存 在 mE N 使 得 


Ec { k= =, +1, 2e Em). 


m ik " 
! = = IL. E (72,3) 
ЭЕ WERE, KER eis 10. Ф, 

(х)= —Msin'mx-:2M, i | ый 

则 h(x)>t(x) (хЄ(—хл,л)), 记 c= PE OC) 10221, wd erinco- e»t), 

且 存 在 yE I 使 得 h(y) 一 C=f(y)， 由 于 


м 
E! 


h(x)—h(y)= —Mcos2mysinm(x — y)— 5 sin2mysin2m(x~—y ) 


因此 有 
N 
x f (h(x)—h(y)) du (x-y ) 
= 


=— ((1-аз, дсоз2ту+ ан, sin2my), 


eN a et 
由 于 yEI， 所 以 cos2my 之 0， 因 而 有 
‚(1—азь»» ) cos2my 十 Biuoiilsin2my 
272 (ї1-ашә»-1ш,„1)>0 ` 
故 得 
К 
Г (00-5620 аху) : 
EN : 
<-I M (ais rasol) <0 ` (зу > 


由 引 理 4.15 和 (3,21 ) 导出 ， 
L Св) Ау) ) арабу) 


= 上 MEO j- [оок ) du (x—y) 
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у? 


Y3 маза, adl )+о (9(0)) (з.22) 
其 中 S= (-z,z) NAHH EIN) —f(y)<h(x)—b(y), МЫ 


< 


La) L Í” ADDA) 
— ' 
= Ufa G0) QT) CoCO)) 


<! fi DH) вико (92) 


«(1-а ls ) +0 (9(2)) (рева), 


因而 有 
Lim |L(f.y)—t(y)l.. VZ. 
pan CH) У m мя. 0. 
其 次 ， 当 | В: 21-а, + 
h(x)=—Msgnp:s, osin2mx+2M 
则 h(x) 之 f(x) (xE( 一 x,x) ) ， 因 为 
h(x)—h(y) 


= —Msgnfi.,» ( cos2mysin2m(x —y) — 2sin2mytin^m(x—y) ) 


所 以 有 
D 
MNT 


=—М( 1, cos2my зеп: =, »sin2my (1—a:25,) ) 
<-Хм( Prass! - 07215) <0 (3.23) 
ЖЮ, HER (4.15 ) 和 (3.23 ) 导出 


1 x 
1G i6) 1 [7 Св) 00у) dpslx—y) 
-x 


«Miel - ана) )+о Сео), 


因此 有 
Lim |1,(0,у)- у „/2 
р-р, LONE ZUM 
由 上 述 讨论 可 见 


f(y)—Io(f,y) #0,(ф(0)) Cop). 
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这 与 假设 蔬 盾 ， 所 以 必 有 M 二 0， 即 f(x)<0(x€ (ær) ), HIC DRE GG FRE i 论 
可 得 f(x) 之 0 (xE (一 +,x】), 因 而 得 到 f(x)==0( Cmn) )， 证 毕 


应 当 指出 ， 从 证 明 中 可 见 ， 定 理 4.27 中 的 条 件 (9-20) 可 用 LT. И, KG 


р-р, 
地 ， 若 du, 是 偶 的 并 取 9(p) 一 1 一 cioy NEA AERE. > 
报 后 给 出 非 偶 的 正 卷 积 算 子 的 点 态 小 o 饱 和 定理 ， 设 mEN，6E (0,2), id 


P 2 (219—8 21я+д 
s -U , (mmu. cus, 


我 们 有 


814.18 议 9(o) 一 0*(O 一 0)， 若 对 某 个 mE st (o0), 
则 对 任意 的 6E (0,2), ж 


| duo(t)=0 (pp)) (орь) (3.24) 
(Cm NSi ^ 


证 明 由 于 


| 


таті 
< f 2 ан„(%) 


L-a NS (P (-л,л 2\54") sins 


== ws em an) 5 а-а) 
2 
=0( 9(p)) (0-р, ) 
证 毕 。 
定理 4.28 UL (dn, ) seo 是 正 Bore] 测 度 核 ， 又 gCp) 一 0+(p 一 p。)。 若 对 某 个 mE N 有 
1-ао=0(Ф(0)) (р-р. ) H 


Li asol Е 
Lm en meos (3.25) 


则 对 f EC: :和 每 个 x E (一 +,x) 有 


1(x)—L,(f,x)= explo (0-р, ) 
3 НЧ const, 


证 明 充分 性 是 明显 的 。 不 失 一 般 性 可 设 f( 一 +)=f(x)=0, 记 M= ix Sa ИХ, 
由 于 条 件 (3.25) 可 设 B。,。 寺 0, 令 


5888 


h(x)— — М(ввпбь,„)зїптх+2М, 


WANS) (x€Ca,2)), Еее =) AO), MWEEYES Zi, 


h(y)—c=t(y), FER š А ted 
L Ç уох 
Ја), або водар, бсу)< ]1=}, OOH) duit 


由 于 dk 
h(x)—h(y) 
—(2Msinmysin* m Y) — wcosmysinin(x — y) )stnflase сү 
故 得 
К - 
二 人 060726) sut) 
-iM sinmy fo m -Y)ay (y — y) 
=o ( 9(p) ) — Mcosmy |бь,,] Е (3.27) 
又 因为 
1 f gga) 100—169) 0). 
л 5821. 


š 
=1 |” абан) Í coma ys s =), 07000 


^з, 


а 
=1 [° (ао) вну) но (900) ~ (юзо), 


其 中 最 后 等 号 利用 了 引 理 4.18 中 的 (3.24)。、 
于 是 由 (3.26)，(3.27) 导 出 


B= [7 EOOD duy) 


-1 [stay G00 7100022 G—) +оо) 


« [sie (0607 hG аи, (73) жебе)? 
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=—Мсозшу |a| +o ( (0) ) (р-р, ) 。 
pem | 
由 于 y C Бү BEDcomy0, HERM (3.25) 导出 


L(t,y)—t(y)*o, (Фу) ) (орь). 
ЖУ РЖ, CLE 
# ë 


ан.) að (0+ ад: (0) 


А.х) = е ди.)(х) 
由 计算 得 到 ， 对 kEN 有 


1 E d.k 
1 一 cks 一 2 QF sin’ зауза) 


m [A =) sin- HIS sint% 
JXe(0)— £i. Qo), ШЖ 
Lim 11 一 aaeys 一 jeep mae 
acp еб) m 一 28 一 1 
由 此 由 定理 4 .27 得 到 ， 设 fE Ca dawne [一 x,x) 有 
г) А) =o, (1) (Cn 一 +eo)， 
jill es const, 


如 果 注 意 到 ， 取 m 一 4， 则 有 
8 


1-а,.=2(1-—®) sin* I 


Be-- 2 snfei , 0 (аео), 

因此 有 
1 一 ais=o(9Cn) ) (n2), 

H 

Lii 18..1 

nce pes q (n =?>0 
所 以 应 用 定理 4.28 导 出 ， 若 对 每 个 x EC 一 xyz ] 有 

1627s) mo (1) (asio); 


ЖЕ = const, 
3.3 正 线性 算 子 的 大 0 饱和 定理 
设 {L。} .edEC ( a,b ] 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 且 对 每 个 xE (ayb) 有 


de P= La (C30! ж) 70. 


车 对 每 个 xE(a,b) 和 Kk 二 0,1 有 
e.(x)—L.(e,,x)=o, ( Ф.(х) ) (n9), 
则 有 TCL,)= {ICE b). LÆRI ) ,现在 讨论 当 fEC Ca b) NTL.) 
且 对 每 个 rE(a,b) 有 
1(х)—1ь(,х)=О‹ («.(х) ) 
时 ,f 应 具有 怎样 的 分 析 特 征 呢 ? 这 是 大 0 饱和 定理 所 要 回答 的 。 
首先 研究 适合 Mamedov 条 件 的 正 线性 算 子 列 {L。} .eN， 即 对 每 个 xcE (ayb) 有 
1„((ї—х)*‚,х) =0: (Ф.(х)) (3.28) 
考虑 到 第 一 章 建 立 的 Mamedov 等 价 引 理 ， 如 下 条 件 (3.29) 是 等 价 于 (3。28)， 设 是 6 JER V] 
[usb ) 内 任何 开 子 集 ， 对 每 个 EC(a,b] 和 yE6 有 


L,(At,y)=o, ( Ф.(у)) (3.28 } 
其 中 
0 t€0 
OLI 
1 #0 
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定理 4.29 设 (L.) .ex 是 C (а,Ь) BH ESA T.J, BXEHEA (а,5) 


9.) =LL.(G—x)t,x)>0 i 


著 对 每 个 xE(a,b) 和 k=0,1 有 
ex(x)—L (er,x)=0 ( pa(x)) (3.30) 
且 适 合 Mamedov 条 件 (3.28), 则 对 f EC[a,b) 如 下 命题 是 等 价 的 ， 
i) 对 每 个 xE(a,b) 有 
И(«)—1..(и,х)!<ме.(х), 


H)r€Lipi 2= ( t t€c(a B oir, ми, co ) 

НОГ € Lipi — (fl f€C (a,b) Ho(t/,t)&Mt.t»0) 

证 明 由 G.Freud 量 化 定理 ii) 一 iD 是 明显 能 ， 所 以 仅 需 证 骨 i = 这 让), 我 们 采用 反 证 
法 ， 设 { 生 Lipi 2， 则 存在 xse (a,b) 和 0<6<min(|a 一 x。 |, lb xs| ) 使 得 


2 
4(х«+д)+1{(х„»—д)—2{(х„») |>м 
3: 


3⁄4 


不 妨 设 
—M'ó! «f(x, 0) f(x«—0)—2t(x,) « —Mà-- Bop 


Мм’>м>0. жаска 
90)=- та-же + +о 


фае М Мо, 而 


[OE T 


并 选取 ce>>0 使 得 当 t E (С х,—д, х‹+д)Ж 
Q(02t(). 
ЕШ 
Q(x«—à)—t(x.—8) 


=- ао 0) з 0) 7 Бае, 


类 似 地 ^ 
Q3) fGe 0) = адзе 


m 
Q(x.)—t(x.)=c+I(x,)— f(x.) 


б. ik c8) Orb 1072) 2 бак) i) 


#(х.-д) —2{(х„») я 


Le O0) E 


所 以 有 
О‹хь„)-{(х„)<О(х» + д)-{(х» + д), 
因此 存在 YE (x —д,хо+ д) f 


Q(y)—t(y)=m= te (ШП, etd) (9—1), 


于 是 当 t€ G9 700) 时， 有 
o aG), 
记 Q*(t)=Q(t) 一 m， 则 当 t€ (х,—д,х,+д) 有 
Q'CO2fCO, 
Но*(у)=Еу). + 
а’ max ( xl a&x«xs-3,Q GO fG0] - 
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b' —min ( xl xv +0ó<x<b, 0*(х)=1(х) }, 
Wifia«a'«y«b'«o. HXit€(a',b)R, ЯГ 
Q'CO2f(). 
dih(t)—f(:0) —0* (0 € C(a, b), МНЕ la,b) 有 
f(D) (FA оь СОВ). 
因此 由 (?.29) 和 (2.20) 导 出 
L.(t,y) —t(y) 9L. (#00) -Ку)ьу ) +((у) (L.G(1,y)—1) 
«L.(Q'(O-Q'Cy)) у)+1(5:./,ь/:һ, y)+((yXL.G(1,y)—1) 
=L.(Q(t)—Q(y), y)+o,(g.(y)) 
= (0-х) —(y—x)) te (p(y)) (3.31) 


由 于 (t 一 x0)? 一 (y 一 x0)*==(t 一 y)* 十 2(y 一 x)(t 一 y)， 故 由 (3.30) 导 出 
в, (вхо) (ухо) y) 9L (i723 y) o (o (2) 
因此 由 (3.31 得 到 


(ру) уд < (у) оу) о, (ә G0) 
=—аф.(у)+о,(ф.(у)) 
«Moto, (o.G), 
所 以 有 
IL.(s,y)—r(y)| > py) to Co G0 ) >M9 (7) 


BREDT, 从 而 有 fE Lip 82, i. 


特别 地 有 
推论 4.16 在 定理 4.29 条 件 下 , 则 对 fEC[ ,5 ] 如 下 命题 是 等 价 的 ; 
i) 8T x € (a,b) 有 


f(x)—L,(t,x)=O, (0,60) (п 99), 
iDfCLip'2- (tlo:(r, 0-000), (997 ), 
пре € Lipl- { fl ot^ 0) —00),120* 。 
设 Bs。 是 Bernstsin 算 子 ， 和 由 于 对 xE (0,1] 有 

В.(1,х)=:, B.(t,x)=x 


В. ((1—х)?,х a», 
n 


füix € (0,158 


в. (бх) о) о ХО), (n— c2), 
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所 以 由 定理 4,29 导 出 
RI Bernstein 算 子 列 { B。} .ex 在 CC0,1) EXP (30529 } 和 平凡 关 
T(B.)= (ИМЕ (0,1) 上 是 线性 的 } 是 饱和 的 ， 且 对 ft EC (0,1) 如 下 命题 是 等 价 的 ， 
ПЗНЕЛкЕ (0,13 有 
|B&Ct o) 7 GO] 329), 


ii)fELipx2 。 
2 


НОЕ € Lipul 
综合 定理 4.24 和 推论 4.16 得 到 整体 他 和 类 的 分 析 特 征 ， 即 
推论 4.17 设 {L。} ,en 是 c [a,b 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 对 x Elasb) 有 


P(x)= ie ((t—x)* 020, 


若 适 合 如 下 条 件 ， 
iD 对 1 一 0,1 有 
Lim Sup е 
Е ев 
ii) 当 n 一 十 cc 时 ， 有 
s L.C №*,х) | =. 
SE ol So, 
RI CL) екс Сао) 上 关于 饱和 阶 { 9。(x) } 和 平凡 类 T(Ls)={ 1 在 (ab] 上 是 
线性 的 } 是 侈 和 的 ， 且 人 饱和 类 
F(L。 T, @.)=Lip*2 
其 次 推广 定理 4.29 建 立 大 0 饱和 定理 的 一 般 形 式 ， 为 此 需要 如 下 一 些 引 理 
引 理 4.19( 凸 性 引 理 ) 设 { L.) „ен С Ca,b) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 , 且 对 每 个 
x € (a,b) 
е.) 1. ((«—х)*,х)>0, 


ЭРХ x € (a,b)4f = 
La ( (t—x)*,x ) =o; ( Ф.(х) ) 

若 对 每 个 xE (ayb) 有 
Lim т.о, (3.32) 


n—+e  ф„(х) 


MZE Cab) 上 是 下 凸 的 ， 即 对 b>0，xE Ca-ch,b—h27 
Aif,x)>0。 
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证 明 ”采用 反 证 法 ， 设 f(x) 在 Ca,b) ATAR, NOS 17 Ехо уз € Cab) ME 
(хо›уь ) 使 得 
1(1)-1(1)70, 


其 中 Kx 一 tx) 二 fO (x 一 xs)， 记 


в(х)=(х)—1(х) 
则 gCx。)=g《y。) 二 0， 而 gs( 5 )>0。 由 抛物 线 引 理 存在 1E(x。,y。) 和 二 次 抛物 线 Q(x) 
=ax* 十 Bx+Y(a<0) 使 得 Q(1)=g(7) 且 对 x € (oo yof 

Q(x)>8(x). 
49*°(х)=0(х)+Кх), Ш#О*(т)=Ет).НЖх Є (хау) 

Q"(x)>r(x) 
明显 地 ， 有 

Q'GO-a(x—n)' + 8(х—т)+(т) 

c=max ( xlax&xif(x)70* G0), 

а= тіп { x ly,<x<b, {(х)=0*(х)}. 
аво) =: за (0) CrG0 7 CE) ) 则 对 tE Ca, b2 A 

ft(t)<Q*(t)+8g(t) (3.33) 
18(3.33)81(2.29) FH. 

L.(t,n)—t(m)<L, ( Q'(t)—Q*(m),n) +o, ( @.(0n)) 
=aLs ( (t=)? n) +o, (@.(7)) 
=?аФ.(л)+о,( @.(n) ) 

所 以 有 

Lim txt алс -1(0) ao 
ЖБИ, Bliitft Са.) 是 下 凸 的 ， 证 毕 ， 

特别 地 ， 对 t>0 和 ftECCa'b]， 令 


т) Ос) 000) ), 


则 对 x E(a,b) 有 
L.(1,x)=1, L(u,x)=x 
和 


ө.) 1, (ба), x) e 100, 
又 着 f(x) 在 (a,b) 内 二 次 连续 可 微 ， 则 对 每 个 xE (a,b) 有 


` Lim L.(t,x)—ft(x)_Lim tos 2-216). e; 
t0 Q (O —— t0 x), 
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因此 Mamedov 条 件 (3.28) 成 立 、 注 意 到 


Lim LCtx)—£GO.., Lim Ах) 
М) t20* t? ^ 


所 以 由 凸 性 引 理 导出 ， 函 数 下 凸 的 一 个 充分 条 件 
推论 4.18 设 fEC[a,b] ， 车 对 每 个 xE (ayb) 有 
lim. мою 0 
WEE Cab) 是 下 凸 的 。 
用 DD(g,x) 和 DD(8,x) 分 别 表示 g 在 x 点 的 上 、 下 导数 ，Dini 证 得 如 下 结果 
引 理 4.20(Dini 引 理 ) 设 g ELi( a,b) ， 则 对 每 个 nEN 存 在 g 的 优 函 数 M.x) ME 
函数 m。(x) 使 得 对 xE(a,b) 有 
D(m.,x)<g(x)< D(M.,x) (3.34) 
H 


|M.) f sajt, 
a 
(3.35) 
[m-f абон] <. 
这 里 所 谓 g 的 优 函 数 M 是 指 对 斗 xE (а,Ь), Mil Dini CACTUS g(x), МОИ g 
175 Bi AERE, x € (a, b), m 的 Dini 导数 小 于 或 等 于 g(x)。( 引 理 的 证 明 可 参阅 I， 


Pesin (12 中 定理 9.1。 ) 
引 理 4.21 WE (LL) se 是 CCa，b] 到 自身 内 正 线性 算 子 列 ， 对 xE (а, bI 


Ф.(х) = i LL ((t72305, x)>0, 


且 适 合 条 件 ( 3。28 ) Ж(3. 30). #g€L,(a, b), < 


х 
об) = | gar 
a 


WIA хо € (a, b) 有 


рэ(,х,)< Hm L (G, а) GG). (3.36) 
< ал96) 00) <р, x), 


证 明 我 们 只 证 明 右 端 不 等 式 ， 而 左 端 不 等 式 可 类 似 处 理 , 首 先 设 D(g, хо) = ео, 
则 不 等 式 成 立 是 明显 的 ， 其 次 ， 设 DC(g，xe) 半 十 co， 任 取 d 使 得 D(g，xo)<d< 十 co， 
于 是 存在 SDO 使 得 当 0< lt 一 xe| <à 有 
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0808) <a, 


Rus [кхе < 时 ， 有 
Г (e-e) )а<14(х-—х„* 
PME ЕЧ (хе t 2 х-хо/°, 
所 以 有 
GG) - GG) - (s) (кхе) «(x 718) 
ара -3, х0 7), мах, ВЯ 


G(x)-GG«) -g(x xx) Falz xe)? Fo GORGO 
其 中 

RG)7 G()- GG) вхо) хе) 3 d (x79)? 
因而 得 到 

Le(G(x) 一 G(xs) 一 5gCxe)(x 一 xe)， х) 


«la (x05 x) ting, хь). 
ШЖ (3. 28) № (3. 30) 导出 
LG, x:) G6) «49. Go) Жо, (9. (x0) 


因此 有 


Lim 1.09, х„)—б(х,)_ 
n^ poo [3699] s 


由 于 d G(g, хо) 是 任意 的 ， 令 d 一 DCg，x。) 得 到 


Lim Ls(G, х,)—00х.) <D (g, 


п» +оо” Ф.(хь) n). 


证 毕 
19724F Н, Berens 的 证 得 
定理 4.30 E ( L.) sex 是 C(a，b) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 对 xE(a，b) 有 
9.G)— 1 (17:0, x)>0, 


并 对 每 个 FE (a, b) 适合 Mamedov 条 件 。 若 对 fEC[a，b] 存在 gEL1(a，b) 使 得 对 每 个 
x€(a, b) 有 

Lim L,(t, х) f(x) Lim 1.0 x)—tÇ 

nopo бу аб фея кошш P: (3.37) 
则 对 xsia，b] 有 
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f(x)= Ax--B+ WESTS (3.38) 
aa 


其 中 A、B 是 确定 常数 。 
证 明 由 Dini 引 理 对 gELi(a，b) 和 kEN， 存 在 优 函 数 Mi(x) 和 劣 函数 ms(x) il 
对 xE[a，b] 有 е 


D(mi, x)&sG)&D(Mi, x) 
ж 


I ficos] et. 


|ә) fani 


+ N 


I i x 
MtG)- | M.(t)dr, mt(x)=| mi(t)dt 
a a 
由 引 理 4。20 导 出 ， 对 每 个 xE(a，b) 有 
am (ni, вн «Dn, х)<в(х), 


Tim Le(Mt, х)—мї(х) | 
Кирит, быу о > D(Mu 280 


所 以 由 ( 3。37 ) 得 到 ， 对 每 个 xE (a, b) 有 
Lim | L.(t-mf, x)-(t-m*)60. 


n= +оо [A63] 
> Lim 1.06 x)-16).. Lim Lm?, x)—mt(x) 
n—--9 p(x) n- +оо CRES) 


>g(x)—D(m:, x)>0 
因此 由 凸 性 引 理 断 定 f(x) - 1 (а, b) 是 下 凸 的 ， 
现在 记 ^ 
но) б) Í” f eoude 
aa 
则 有 
х t 
16)-mtG)- 169» | d g(u)du 一 mx(t))dt 
^ aa š 


348 


因此 对 xEla b] 有 
b, (t 
65] —аїбд-нбо|< | | Í g(u)du—m.(9) dt 
а "a 


<ҖР?Г®-0, (ко), 


E f(x) —mfGO Ж Са, b) 上 一 致 收敛 于 H(x)， 所 以 H(x) 在 (а, b) EFAN. 
类 似 地 ， 可 以 证 明 Hx) Са, b) 也 是 上 凸 的 ， 因 而 得 到 ， 当 xEe(a，b] 时 ， 有 
н(х\=Ах+В, Bi 
xt 
tGO=Ax+p+ | | абаа 
аја 


证 毕 。 
特别 地 ， 取 g(x) =0(а, е), ff 
推论 4.19 № (L.) sex 是 Cta，b】 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 对 xE(a，b) 有 
P= (0), x)>0 
HA Mamedov ЖЕ. 若 对 每 个 xE (a, b) 有 
Lim 1.0 х) 00) =o, (3.39) 


mn 一 十 co Ф.(х) 
И fGO—Ax-B, ОА, ВЕЙ 3638. 
Xl вЄ (a b), а =M, Ж 
推论 4.20 ”在 推论 4.19 的 条 件 下 ， 若 对 每 个 xE(a，b) 有 
аи G9. oec, (3.40) 


H.lgl =M<+, 则 f € р*2. 


事实 上 ， 由 ( 3.40) SH, ¿POA x€(a, b) 有 


Li Lalf, x)— Lim L.(f, 
in “д; «вх Шш Rm 


所 以 由 定理 4.30 有 


Xpt 
tGO=Ax+B+ | | gCu)dudx 
а`а 
因此 对 хе (а, b) 有 
f'G)-g(x) (a e) 
从 而 有 f CLip*2. 
明显 地 在 《3,39 ) tii Pm fee Him de (3.40) qug, im ege Їп 结论 仍 是 正 


一 co n-oo п- оо 
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LUN 

3.4. 正 线性 算 子 的 广义 点 态 饱 和 定理 

直到 现在 ， 我 们 讨论 正 线 性 算 子 的 整体 忽 和 理论 时 ， 都 是 以 线性 函数 类 作为 饱和 定义 
中 的 平凡 类 ， 自 然 地 ， 和 希望 将 前 面 建立 的 整体 饱和 定理 推广 到 平凡 类 不 一 定 是 线性 函数 的 


情况 ,为 此 ,我 们 引入 扩大 的 完备 Chebys*e 1, u(x), u(x), (881. x. x2, 
уу widb (a, b) 上 严格 正 值 的 连续 可 微 函 数 ， 令 。 


ш(х)= fos 


a (3.4) 
и:(х)= КАСС 
其 中 
х 
wos |. wiCOdt, (3.42) 


B] C1, u(x), ч. (х) } Æ (a, b) 上 组 成 一 个 扩大 的 完备 Chebyshev Ж, 

现在 引入 广义 直线 和 广义 下 凸 的 概念 ， 用 S cn (1, ui) 表示 Chebyshev # (1,0. } 
的 实 系数 线性 扩张 ， 若 uES :sn { 1，ui } ， 则 说 u 是 关于 { 1，u: } 的 广义 直线 、 由 于 
{1, и, } 是 Chebyshev 组 。 所 以 对 fEC(a，b) 和 (г, b) 中 任意 相 异 的 二 点 a、B, 存 在 
唯一 的 广义 直线 uESpan {1, u: } Ха, ЙДИ (Са), 008), 80 


и: (х). (в) u,(A)—u, (x). 
G7 (Ву а (a) UD * аиа (а © 68.42) 


dEf€C(a, b), #ХРа, ВЄ(а, b) Нат, Ж 
u(x)>f(x); x€(a, f£), i 

其 中 u(x) Ж ( 3.43 ) 所 表示 的 广义 直线 ， 则 说 f 在 (а, b) EXT (1, u) 是 广义 下 
同 的 。 类 似 地 可 以 定义 广义 上 凸 的 概念 

明显 地 ， 若 (а, b) 是 广义 下 是 的 ， 则 一 f(x) 在 (a, b) 是 广义 上 凸 的 ， 特别 
地 ,车 fECla，b】])， 在 Cas b) 上 既是 广义 下 凸 又 是 广义 上 凸 ， 则 f€Span(1, ui). X 
于 广义 下 凸 函数 还 有 如 下 重要 的 分 析 性 质 ， 它 是 通常 下 凸 卫 数 分 析 性 质 的 推广 。 

5124.22 ЇХ f £ (а, b) 是 广义 下 凸 的 ， 则 人 关于 ui 的 左 、 右 导数 
f(x+h)—f(x) 


Dy, C» D= Lim u(x Fh u (a) Ga) 
存在 且 是 x 的 增加 函数 ， pir 
Du (t xs<Du MO x. (3.45) 
证 明 由 于 上 在 (а, b) 是 广义 下 凸 的 ， 记 以 对 六 ecE(c，P， 
оби) une 80 O3. aer. 
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因为 ui(x) 是 严格 增加 的 ， 所 以 对 ce<c< 8 有 。 
u:(a)<u:(c)<u: (8), 
因此 有 
Ко-Ка) . КР-К®_ 
“u (е) ш.а) ^ u(f)-u(9"* 
НН Уа<ес<а<в, Ж 


f(c) — Ка) 1(2)—f(c) 108) — +69) 
ШО ал (ау ^ wd) з (0) < 0,08) и, (d) (8.46) 


3E (3.46 ) 中 令 d c* 8), 
_ (ее) — Ка) * же _fB) 一 fc) _ 
ч.) саа) Pu 9 D, t 2< wu * 
X4B—c'f88l. 


* 一 + + 
D. (f, es Du lf, «Db, Ct, с), 


可 见 关 于 u 的 导数 Du (t, c) 存在 ， 且 有 . 


о) Ка) p+ 
wu) < Pa (f 9- (3.47) 


类 似 地 可 以 证 明 关于 u: 的 左 导数 Du,(P c) 存在 。 在 ( 3.47 ) aoc" 得 到 


Du oO<D (t, с), 
即 (3.45 ) 成 立 。 
最 后 ， 对 Yxi，xasE(a，b) 且 xix, а, В, ха, xi, WE 
» 1(2)—163). < _ (В) (ха). 
и (аш (к) < u (В)—и:(х:)* 
4 а-х:*, В-х:', № (3.48 ) 得 到 


Di 5 x0& n, (в ха). 


. 
Враг р, (Вх) 在 Са,ъ2 ЕЖЕЛИ, ДЕНГЕ Tu WSD, Сех), 
ДЕ Ca, b) 上 是 增加 的 。 证 毕 
引 理 4.23 (Z. Ziegler) i f fÉ (г, b) 是 广义 下 西 的 ， 则 对 mE(a，b) 存 在 
uESpan(1，ui) 使 得 当 xE (a, b) M, dfi | 
uGO&tf(G), (3.49). 
На = (1), 


证 明 由 于 f 在 (а, b) JB XCF 09, НИЯ Фа Жр, (t, n) 


存在 ， 令 
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uG)=f(0+D, (t n) (ui(x)—u (0) ) (3.50). 


Hju€Span(1, ui) Н. и(п)=Кт). 
现在 证 明 u(x) 适 合 ( 3.49 ) ， 取 有 >m， 则 当 а<х<п<8 №, 有 


0) 0х) #08) _ 
м: (и) и: Ск) `uí(0)—uÚ(0) 


4B-n SH, МхЕ(а, n) №, Ж 


201) #0) * 
О <D, т). 


由 于 ui(m) 一 ui(x)>0， 所 以 当 xEe(a，m) №, ЯГ 
u(x)<t(x). 
ХК n<ce<x<b, М 


—t(e)—t(0) < t(x)—t(c) _ 
ui(c)Cui( ` ui(x)—ui(e) * 


4 con' PH, P x€(n, В, Ж 
Dr(f, m <) 


ui(x)—u (m) 
AT x€ (n b) 时 ， 有 
u(x)<t(x). 
证 毕 


为 了 建立 广义 大 0 饱和 定理 ， 需 要 推广 抛物 线 技巧 ， 其 中 最 重要 的 是 建立 广义 的 抛 物 
线 引 理 和 广义 凸 性 引 理 。 

引 理 4.24 ( 广义 抛物 线 引 理 ) 设 fEC(a，b)] H {(а)=1()=0. # XXP ЖА x E 
(а, b), TP 16920, WE fEXERUELU x) m eiui (x) Fes (c 70 ) 和 某 个 nE (a, b), 
使 得 U(Cm)=f(Cn)， 且 对 xE(a，b] 有 


U(x)2t(x). (3.51) 
证 明 #М®2ИЇс:.,ь1, В u:(x)>0, Ис, >20, Их Є (а, b) 有 
czu:(x)+ МРЕ(х). 


4^ 
mint ( cius (x) +M—£(x)). 


а,Ь: 
则 m 之 0。 因 为 M 一 f(a) 二 M 一 f(b)>M 一 f(x。)， 所 以 存在 1E (a，b)， 使 得 
caua(W)+M—£(N)=m, 
因此 
U(x)=c:1u:(x)+(M—-m). 
即 为 所 求 的 函数 。 证 毕 
# t 在 Са, b) 上 二 次 连续 可 微 ， 记 
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D, (Df, р.) : ( .2) 


Dey, у= Pu, (D, Q0) (3,53) 
设 {L。 } .esdEC(a, b) 到 自身 内 的 正 线 隆 算 子 列 ， 若 存在 正 函 数列 (G0), 
(x€ ‘a，b) ) ， 使 得 对 每 个 EC:z(a，b] 和 每 个 xE(a，b), 有 


Lim L,(t,)—t@) _ 


n-ct? wx) DOw, sw) (t x). 


12UN. 
=G (t )0. (3.54) 
Ий (L. ) sen 在 (a，b ) 内 适合 广义 Mamedov 条 件 。 由 于 对 xE (a，b) 有 
Dey, wu) C *)=% 
Dy, ) C x) 79. 
MUF CL.) ent (а, b) AEA X Магледоу Ж}, ХА u Євгап(1, ui) 有 
L.(u, x) -uG) =о, Ca.G2) s (хЄ(а, 5), 
又 因为 
Li Le(uz,x) 一 ua(x) _ 
nouos A = Dey, wi) (us x), 
Само} (хє@, 9), 


所 以 若 (L.) antf (а, b) 内 适合 广义 Mamedov # ft, W| 对 每 个 xE (а, b), Чт 
хм, + 
L.Cus, x)—ui(x)70. 
H Lalu x)-uiGOou.GO, (п +оо), Billig 
Ba(x)=1 (u › x)—u:(x). (3.55) 
MEAS AMIE LAES Ж. 
3184.25 it {L} .edéC(a, b) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 ， 且 在 (а, b) 内 适合 广 
义 Mamedov ЖИ. di f€C(a, b), МЕХ (а, b) 是 广义 下 凸 的 充 要 条 件 是 对 每 个 
xE(a，b)， 有 
оО >, (3.56) 
证 明 — lb t fF (a, b) 是 广义 下 凸 的 ， 由 引 理 4.23， 对 每 个 nmE(ay，b) 存在 
u€Span(1, ui) 使 得 当 xE (a, b) М, Ж 
u(x)<t(x), 
Bu(n)=r(n), 因此 有 
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L.Cu,m)—u(m < L.C,m-f( | 
na(n) uam) 


HET аЄ$рап { 1，u: } ， 所 以 由 广义 Mamedov 条 件 导出 
L.Gu, п) аб) =о (B0) )s (пә+со) 


因而 得 到 
Lim La(f, 0)—1() >o, 


п- оо p(n) 


必要 性 证 毕 。 
所 二). 采 用 反 证 法 . #1 fE (а, b ЖАКТАН, 则 存在 c、BE (а, b) ЯхЕ 
Co, 有) 使 得 ， 


其 中 u(x,)<ft(x,), 
шаша) (2). (x), 
ОВ оК. 
于 是 有 


1(2)7u(2)—1(8)—u(8)—0, t(x.)—u(x,)2>0., 
因此 由 广义 抛物 线 引 理 ， 存 在 函数 U(x) m саша (х) со. (exo ) ANEC, В) 使 得 对 
每 个 xE (а, B) Ж. . 
U(x)2>#(x)—u(x), 
c ft(m)—u(n). АКМ Ca^, B^), Eaa лв <В, HEIE MERA g € 
C'(a, b), Н%#хЄ(а', 2”), ffsg(x)=0, Ш х (а, B) 时 ， 有 
g(x)>r(x)—u(x)—U(x). 
ADV x € (а, b) 有 
f(x)<g(x)+u(x)+c:u:(x)+c,, 
因此 
L,Ct, т)—1{(л)<1..(в, т)+1(и, 1)—u(0) 
сз (LG 107u0)) + со CL, т)—1). 
由 广义 Mamedov 条 件 导出 
L.(t, n)—t(m)<c;u.(n)+o, Cu Á) ) > 
所 以 有 


这 与 假设 矛盾 ， 因 而 得 到 f 在 (а, b) 是 广义 下 凸 的 ， 证 毕 。 
现在 应 用 抛物 线 引 理 建立 广义 小 o 点 态 饱 和 定理 。 
定理 4.31 设 {L。} sex 是 Cla，b) 到 自身 的 正 线性 算 子 列 ， 且 对 每 个 xE(ey b) 
有 
н.(х)=1ь(и:› x)—u:(x)>0, 
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车 对 每 个 xE(a,，b) 有 
Lall, x)-1—o. (и„(х)), 


СҮЙ x)—u:(x)=0; (н. (х) ), (3.57) 
则 对 fEC(a，b] 和 每 个 xE(a，b) 有 
L.(t, x)—t(x)=o, ( u.(x) ) (3.58) 


的 充 要 条 件 是 f €Span C1, u). 
证 明 ”充分 性 是 明显 的 ， 因 为 fESpan ( 1，u: ) ， 则 有 


f(b)—f(a) Foy 
f(x) =ї(а)+—! i (u:(x)—uí(a)). 


所 以 由 (3.57 ) 即 得 (3.58 ) 。 
为 证 明 必要 性 ， 令 


во) t6) па) 109) (aula) 


Wi g €C(a, b) H.g(a)—8(b)—0, ШЖ (3.57 ) 81 (3.58) 导出 ， 对 每 个 xE(a, b) 有 
Ls(g, х)—в(х)=о„(н.(х)). (3,59) 
3$ gG0 90 (x €(a, 00), ЖА х, Е (а, b) 使 得 g(x。)>0， 由 广义 抛物 线 引 
理 ， 存 在 7E(a，b) 和 函数 U(x) =с.0.(х) +c, ( c; <0 ) HERE x € (a, b) 有 
U(x)28(x), 
ВО =в(п›, 于 是 
L(g, т)—в(т)<1.(и, n)—U(n) 


=c: (Laus зао) +e (L.G, n)—1) 


=c; ,(n)+o, (и.(л)). 


由 于 cs<0， 所 以 上 式 导 出 

L.(g, m—g00*o. (9.0) ғ (п- +оо ) 
这 与 (3.59 ) ЖИ, МИ в(х) <0 (хЄ(а, 6) ) 。 用 一 8 代替 s 进行 类 似 地 讨论 可 RE 
ЖхЕ(а, b) #в(х)>0, 于 是 得 到 对 xE(a，b] 有 


f(x)=1(a) + — ВЕК («0-а (а), 


Вр #ЄЅрап (1, ui). 证 毕 
为 建立 广义 大 O 点 态 饱 和 定理 ， 我 们 还 需要 如 下 引 理 ， 
引 理 4.26 ib (L.) „ех С(а, b) 到 自身 的 正 线性 算 子 列 ， 且 在 (ay 内 适合 广 


义 Mamedov Ж, 车 fEL(a, b), + 


F(x)= fn f(t)w (Od, 
а 
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НЕА x. € (a, b) 有 
ры, хо < im L (Fx) FG) (3.60) 


п.(хь) 
< Lim (Рохе) (а) «p, (t, хь) 


п—оо в. (хо) 
其 中 wiO = f widu 
a 


证 明 ЯПЯШИЯНЖЖАК, #Dw,(f, хо) +оо, ЖА (3.60 RR 立 


是 明显 的 ， 现 设 Dw,(f，x。)<< 十 吕 , 任 取 d 使 得 Dw,(f，x。)<d< 十 =， 于 是 存在 6>0， 


4 0<|1—хо| <3 0, # 


ORED) 
у. (0) WiGo) 


НРМ: (хо) =». (х), WUR 
м. (0) м. (хо): (хо) (хо) +O, (lt—xol ) 


选取 足够 小 5>0 有 
_ КО-Кх,) tl 
EI Co i tl <ð) 
因而 | 
f (у) iis Go) f (s— to)wi(s)ds 
Xo Xo 
出 于 
FCD-FCxo= | f(s)wi(s)ds 
所 以 有 Е 
ВО) FG) f) аб) (хе)) 
-Г (16)-160 )viGXs 
Xo 
maso еко) об. 
хә 
因而 有 


(Е) 0) —: Go) fui (0 iG xe) 
av Go). ( f (5—хо)\ (5); х.). 
Xo 
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HJ" X Mamedov 条 件 导出 
LP, ходы GOL [^ акон x) _ 
x 


+o, (9 (хо) 
因此 有 
Ç zj G-x)wiCs)ds,x) 
Lim L.(F,xe)—F(xo Li . 
аты" Mc а) Tus —ÀBÀ G 


由 于 Cs 一 xo)wi(s)as EC(a，b)， 所 以 由 广义 Mamedov 条 件 (3.94) 得 到 
Xo 


DOR (s—x,)wi(s)ds,x, ) 
п +оо T uso) 


=D(w:, 55) 
1 
Ро)" 


故 得 


Tim _La(F,xo)—F(x») | 
СЮ <a 


由 于 d>Dw,(f，xo) BERR, Фа, x 45 


Lim _Ls(F,xe) 一 )=5 
,Um -1(Е»х,)- Са) Dw,(f, хе). 


证 毕 
利用 上 述 引 理 可 以 证 明 由 H. Bernes 建立 的 广义 大 0 点 态 饱 和 定理 ， 即 
定理 4.32 (LL) сн Е C(a, b) 到 自身 内 的 正 线性 算 子 列 ， 且 在 (a, b) 内 适合 


广义 Mamedov 条 件 ， 若 fE (а, Ь) 且 对 每 个 xE(a，b) 有 
Lm Te ЧО сасу) Em Lt) (ug) 


п- + д. (х 
其 中 gELiCa，b)， 则 对 六 xE (а, b) 有 
x t 
£2)=Cot С fic [ gCs)wscs)asat 
a a 


ЖС, С. 是 确定 常数 。 
证 明 令 


+ 
нх) 10) [эө], &(s)w: (S) dsdt 


我 们 必须 证 明 H t Span(1 ,u)。 
由 Dini 引 理 ， 对 每 个 kE N 存 在 g жым, CORE ЖЖ. x ， 即 对 
\хЕ(а, b) 1 


Dy, (mi х)<в(х)< Dv,(M:, x) (3.62) 
нж 


|M- [couler 


mco fieadh. М 


х 
m= | M,COwiCOdt, 
а 


х 
тп{Од= | ms (Od 
а 


11.2691 (3.62) 导出 


Qum, is «t s `0 >ь, On, x)>g(x), 


тты вх) по. -< Dy, (mi, х)<в(х) 
neo usCx) 


于 是 对 每 个 k EN 和 每 个 x (а, b) 有 


Lim emi —m: ,x) mx) >>g(x) 一 Dw (mo x)20 . ` 


naked bs 
由 引 理 4.25( 广义 凸 性 引 理 ) 断定 ，f 一 mi 在 Ca, b) 是 广义 下 凸 的 。 


类 似 于 定理 4.30 的 证 明 可 知 ， 当 k 一 十 c" 时 ，f{ 一 mt 在 (a, b) 上 一 致 收 伊 于 H ， 所 


以 HB 在 Ca, b) ДЈ" ХТ РЙ, 同样 地 可 证 H 在 Са, b) 是 广义 上 凸 的 ， 从 而 得 到 ? 
H ЄЅрап(1, ui), 证 毕 

特别 地 有 如 下 重要 推论 。 

推论 4.21 设 {L。} ив ЕСС, b) 到 自身 的 正 线性 算 子 列 ， 且 在 (ə, b) naa fr 
广义 Mamedov ЖА. Xdkt€C(a, t), Ж x € (а, b) 有 
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lim О-о 2o 


ndo в.С 
则 fE ан ч, u). 
这 :5 的 一 种 推广 形式 。 
а 设 {1.}.єхЖС(а, b) 到 自身 内 的 正 线性 外 了 列 ， H# (а b) 内 适合 
广义 Mamedov 条 件 。 又 设 fEC[a。b] 。 若 对 每 个 xE(a。，b]) 有 


Euh „1245950 2 ssla), 
Я фівих]<м<+оо, ЖЖ хе (а, b) 有 
]Diwi, wif) х)]<М<+° 
MESE—TATF 
Я BECO 1), Ф 


M.(t,x)= а-а) = Mr X2 EHe 


称 为 Meyel 一 K5nig and Zeller 算 子 ,由 于 对 xE(0, 1)Ж 
5 mt- a= 
@-ю АЫ k = (3.63) 
所 以 有 


М.(1, x)=1 x€(0, 1). 
其 次 对 园 定 的 正 整 数 m 和 x € (0, 1) 有 


МИТР _ атк 
а-о E ги ( » 


20-3» п+к—2) а+к-1 yt 
n-i ER ( Э n+k+m_ 


Е 
— - ” " 
=ш+{@-х кет Da-ti Je) 


nt+k+m 
= 125. +00073), 
MWORSA- <: (КЕМ), А (3.63) 导出 
) E 1 y (n7 coq? (3.4) 
(1 一 x E езеп QU )х*=о(т А 


类 似 地 ， 对 n>1 和 хЄ(0 1) 有 
359, 


ха —39* E, 二 tt 1) w= a E Gi Тул а 
о. Le PT ноу (3,65) 
所 以 有 
M. о-а-ю E, RUPES 
E 
=а-ю EOD dor 
ун wo(ntk-byql 1 D 
moo E CN DG n seg" 
=х( 1-1) +0(т-*), 
而 
| ме, 0—0, D (%+к—1),а 
2v» (nTk—3) k(k--n—1)(k--n—3) 
-x-x) EX en ) ERr sia (3.66) 
注意 到 在 ( 3.66 ) 中 对 k=1 有 пх(1—х)°(п++1)7®%=зо(п^!), BETA (3.66) 可 改写 为 
муе, exon Е, [Е 
$ пк d 3 2 kt 
epp ( E LT IER tarir aD 


- {кнг Je hern 
TI (3.64), (3.65) 和 


a~x) Tk-iyalo(n 
TER. Eh ET CHET emen» 


得 到 


` RAT: (1-х) | 3x'(1—3) à 
M(t, х) TEM ton) 


=х:+ A 3) +о(а7!) 
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现在 引入 函数 


тодо) у x€(0, 1), 
则 有 
ш.(х)= Гон 
\:(х)= fone, l ` 
* MEIN | 
"o омда gig 
Las 


= us yr x€(0, 1) 
则 对 xc(o% Di 
Sm, М, 1. Lon pos wo, x), 


Lim M.(t,x)—x _ Lim п 
n--9 р, (х) n= x 


2п(1—х)* 


=—2(1—х)*#=р(жа›зз)(е,› x) 


` x(1—x)(1—3x) - 
Lim мая ы Lim ami oss": 
nwt р. (х) mn 一 十 co 


"ess Hp 

2n(1—x)* 
=2(1—x)'(1—3x)=D w: ,wi)(es x). 

X м.((:-х)% х) =о(п7'), ИЦ — Mamedov Е E, XHEA r € 

C'(0, 1) 有 


Lim Me(f:x) 一 fCx) 
n-9 р(х) 


因此 得 到 每 个 xE(C，1)， 当 n 一 十 时 有 
Ba(x)~M.(u:, x)-uiGO 
即 Meyei 一 K6nig and Zeller 算 子 列 { M.) sex 在 (0，1 ) 内 适合 广义 Mamedov 条 件 
由 定理 4.31 和 定理 4.32 得 到 


=р(эг:›зз)({› x), 
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Ж Meyer—Könis and Zeller ВЯ { М, ) "在 ct 13 жт dbi» } 
Atam, эн é cu, 152 且 对 每 个 xE(0，1) 有 
f(x)—M.(f, о (руун) 
А г Єѕрап(1, ui), Жа (х) =, 
X3 ECO, 1) 且 对 每 个 xE(0，1) 有 
m 00) (мү, х) 160) «860 


mim „тают (мү, x), 100), 


пз + 
其 中 gEL1(0，1)， 则 有 
1607 Ci, СИ Pa- tees. 
3.5 正 线性 算 子 的 局 部 饱和 定理 


由 整体 逼近 中 的 侈 和 人 性质， 对 局 部 逼近 不 一 定 有 效 ， 例 如 R，A。DeVare 对 正 卷 各 从 
子 建立 的 点 态 小 o 饱 和 定理 断言 : 车 (dus) осо 是 正 、 偶 Borel WEH, HIS kEN 有 


Lim 1 260 


P>Po 1—ai, 
则 对 £€Ci. HEX € (—x, x) 有 有 
£07 It, х)=о„(1—а:„) (020^), (3.67) 
当 且 仅 当 f=const, АШЫШ zi ， 若 对 每 个 xEla БС (п, x) 
(3.07) 成 立 是 否 一 定 能 导出 fconst ( x E (а, b) )йт 回答 是 否定 的 。 议 如 取 
qu) =®(1—1.)(40_1(О0+аб,(о)+ Ë (аг. (Had a (O), 


4n? V 
对 fEC:o Ф 
Y. x)-(t*di)G0, 
因此 有 | 
1@ Ds) A^ (5 0 aA (o x), (3,68) 
由 计算 得 到 i 
172,71 +o(n"2) (n 一 十 ce ) ， 
且 对 每 个 KEN 有 
nas 1 eto E опа E арро . 
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BUE rec. 且 在 [ —®, 77) кии, RIS GS. ENEE, T) 


Lim L(fx)—fQGO — f cO) LL, х). 


n-o9 "i-a, 
я, HAME ec. 且 在 [ — Ts T ] 是 线性 的 ， 则 对 每 个 xe(-Z, т) 
fo(x) 一 Is(fe，x) 一 os(1 一 ai) (n- 99) 
可 是 ， 在 [ - i т] ЕЕЕ fo% const 
1 а<с<14<5, (L.) .es2EC(a, b) #JC(c, d) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 记 


Ф. 1. sup L.(Ct—-x)*, x) 
" x (с,а) 


首先 ， 讨 论 局 部 小 o 饱 和 性 质 ， 得 到 
定理 4,33 UE (L, ) sen 是 C(a，b) 到 Clc，d) 内 的 正 线性 算 子 列 且 适合 如 下 条 件 : 
D 对 k=0, Uff 
IL,(e,)—e,l=0($.), (в +оо ) (3.69) 
Д1 11а, № e (х) = xt, NE 
П) 存在 正常 数 C;，C: 使 得 对 每 个 xE (cd] 有 


Cid. KL, (к), x) <c;%,, 3 KENCL 
Ш) Же", d^ B. а<с'<с<4<а4'<Ь 和 每 个 hEc(a，b] 有 
ПСС) s (noe) (NT) 
则 对 fEC(D) 有 
1.0001 =0(%.) (+9) " ` (3.72) 
当 且 仅 当 f 在 (е, d) 上 上 是 线性 的 ， 氏 对 xe(ey 4) 有 : 
INHD (o), 


证 明 一 六) 是 明显 的 ， 我 们 仪 省 要 证 明 “ 仅 当 ” na, + 
#(х)=1{(х)—1(х) 
其 中 По) Се) OTEO (o) gECla, b) H s(e)=s(4)=0 № (3.69) 
21 (3.72) 导出 
L.(g)— gl=0$.) Са) 
我 们 要 证 8(x) 三 0 ( хЄ(с. 0). ЖЖ, 存在 xyE(cs 0) 使 得 gCxo) 关 0 Auk 
可 设 g(x|)>2>0, РАША] 理 Ф 出 ， 存 在 yC(o d) 和 二 次 抛物 线 Q(x)= 
а(х—у)*+8(х—у)+в(у) (а<0) ИА x Е (с, d2 9 š 
363 


О(х)2в(х) (3.73) 
HQ^/c)»0, 9(а)>0. 
ii 
c/ = тах (xl а<х<с Н g(x)=Q(x)} 
4 =тіп {x| d<x<b Н g(x)=Q(x)} 
^ 
h(x)=g(x)—Q(x), 
ш h€C(a, b). H (3.73 ) ЇН, ЖхЕ(а, b) 有 
8(x)<Q(x)+4 а’ СОВСО . (3.74) 
注意 到 g(y)— Q(y), HUH (3.69) — (3.71) 导出 


L.(g, у)—в(у)=1. ( в(х)—в(у), y) +в(у) (L.(ea y)—eo ) 
&L, (QG)-Q(y), у) FE. ,a hs y)+s(y) (Laleo, у)—е›) 


«aL (+) у)+о(Ф)<сС.аф.+о(Ф.)< S) 4,<o, 
其 中 注意 到 c<0， 因 此 得 到 
IL.» у)-в(у!>©Ы!#,>ю 
即 
IL. (g)—81 o(9.); (п +оо), 
ЖУН, KUVA g(x)m0 (хЕ(с, d) ) 或 对 хЄ(с, d) 有 
OLI OLI ADEC) (xo), 


证 毕 。 

应 当 指出 ， 考 虑 到 Mamedev 等 价 条 件 ， 在 条 件 (3.69) ZF, (3.71) 等 价 于 如 下 
条 件 之 一 : 

i) (ї—-х)*, х)=о($, . 

i з E (G—x)*, х)=о($,) (3.15) 

ii) 对 每 个 gEC(a，b] HE Ce, d) 上 二 次 连续 可 微 ， 则 有 

L.(g, x)-gGO и 
Lim = X) (ху) (3.78) 

Ж Ce, a) 上 一致 成 立 。 

通常 说 ( L.) sex 在 Ce, d) 上 适合 一 致 的 Mamedov 条 件 是 指 适合 等 价 条 件 (3。71)， 
(3.75) M (3.76) 之 一 。 

HF t a(t)=tt ЄС(а, b) Hift (3.69) — (3.71) 导出 

IL.(t:2—f.1—0(6.). 
因此 由 定理 4.33 得 到 如 下 局 部 饱和 定理 
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214.4 设 { 工 。} .en 是 适合 定理 4.33 中 所 有 条 件 的 正 线性 算 子 列 ， 则 { 工 。} ven 


#EC(a, b) 上 关于 阶 { $. } 与 平凡 类 T(L.)= (Ill 在 (с, а) 上 是 线性 的 } 是 局 部 饱和 
的 。 


作为 例子 ， 考 虑 如 下 代数 卷 积 算 子 的 他 和 现象 ， 对 rec [ LL) + 


л х= MC (вит) 
其 中 da。 J& (—1, 1) 上 非 负 、 偶 的 Boud WEH 
| f da.(O71, 
: а 


m= | ева, c00 


j t'a (Oo(9.) 5 (n2 +оо), (3.78) 


E 


Bist x EC, д) (0342), 有 
+ 
H-A,G, x) - 1 [eoo 
ИТ? c f. da clef. da (0 2 E XO 
DI +‘ re Са) рае 


= Í t'dan(t)—o(u.) 


x 
Ix—-A.Ct5 x &lxl It —A., x)| +lA,(t—x, x) 
而 
+ +- 
IA l=] f” ава а | eco] 
-+ -+-х 
| gc „еы. 
«i, te OS Is Í. Ча .GO=o(u.) 
因而 对 k=0，1 有 


IAs(ei)7eilec s 3700) (пә) 
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其 次 ,对 YxE( 一 8,6] 有 


+ +- 
ла) х >= | Qe) б tsdas(t) 
= -*-х 


«[ t'da (79 a. 
另 一 方面 有 2 
-x 
к.-А„(«—х)*› =u- Í tsdas(t) 


-+-х 


apt saos f sewa, E 


«орову | anml (aeto), 
чп +оо, XIx€ (—ó, á) (0<2<2 )- ж 
As(Cc-x)*, хуи 
им, 80<2<0'<1, вес[-1, 1), тхе Ca, à) 有 


- + 
| Cà gh ХК, + f, LOS 


1 
< с [-+,+] j. о] а. (1) =о(и.). 
^ -1 

可 见 卷 积 算 子 列 {A。} est (—д, 02 (0<8< L ) 上 适合 定理 4.33 中 条 件 ( 3.69 ) 一 
(3.71 ) ， 因 此 ， 由 定理 4.34 得 到 如 下 结果 。 

RI 代数 卷 积 算 子 列 (AL) sed Cs, 02 (0<5<+) ЖТИ (u.) 与 平凡 类 
т(А„)= (Il 在 【一 5，6] 上 是 线性 } 是 饱和 的 。 

特别 地 ， 考 查 Landau 算 子 序列 { 1. ) ,ex， 此 时 ， 取 da.(t)=C。(1 一 t?)"dt С, 
使 得 | 

c.f (1—t*)"dt=1 
E 


于 是 由 计算 可 得 


= adim- М (п +оо) 
Ha cf “(1—:)'4= za! $73 * 


с. р. i-e) 


Gars (изу 902 
m (3.78 ) Rt 因此 由 系 ! 导出 
E 
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X Landau SETZE CL. ) .ex 在 [一 6. 6) (0<6< 二 ) 上 关于 阶 { ar:} 和 平凡 类 


т(1„)= (Tlf (—8, ó) 上 是 线性 的 ) 是 饱和 的 。 

现在 应 用 定理 4.34 去 讨论 周期 卷 积 算 子 的 局 部 饱和 问题 ， 从 而 回答 了 本 节 开 头 所 提出 
的 问题 。 

Жз 设 (dus) seo 是 正 、 偶 Boul 测度 核 ， 且 满足 Turesky 等 价 条 件 ， 则 相应 的 周期 
ЖИТ (1, } сво ЖЕ (70, 8). (002 ) Е ЖЗ (1-а) RUF Я, № Та») = 
Ul 在 【一 5，6] 上 是 线性 的 ) 是 局 部 饱和 的 。 


证 明 由 于 { dh。} eo 是 正 ， 偶 Boiel 测度 核 ， 且 适合 Turesky 等 价 条 件 ， 则 由 H W 
可 得 


E 
= Í _ da, (e) —2(1 Zaio)» 


和 
1. [| ао i-a) (р-ро). 
因此 条 件 ( 3.69 ) — (3.71 ) 是 适合 的 。 故 系 3 的 断言 由 定理 4.34 直 接 导出 。 证 毕 
其 次 ， 讨 论 局 部 饱和 类 的 特征 ， 我 们 利用 抛物 线 技巧 建立 局 部 饱和 类 的 特征 定理 得 
到 
; 定理 4.35 ECL.) ск JE CCo, d) 内 的 正 线性 算 子 ， 且 适合 如 下 条 件 ; 
i) X k-0, 1 有 
Ir.Ce3) eil =о($.). 
其 中 o60-x*, 
ii) 存在 常数 C,，C: 使 得 对 斗 xE Co, d) 有 
Ció. &L, ( (+—х)?, x) «Cio. 
iii) 在 Ce, d) 上 适合 一 致 的 Mamedov ЖА, № {La} „єн # (с, d) E X Wr 
(6, ) 与 平凡 类 T(L.)— (11 1 在 Ce, d) 上 是 线性 的 } 是 饱和 的 ， 且 局 部 饱和 类 
F(L.; T, 6,)— (f| f€C(a, b) HIE (с, d) Ef f ELipl ) 
= (fl t€C(a, b) HAE (с, d) ЕЖ fCLip*2) 
证 明 由 定理 1.34 和 Fured ЖЕН, RREH t€ C(a, b) Н 
NLTD ,pM 


则 在 Ce, d) EE fELip M 2 
2C, ° 
车 不 然 ， 存 在 x。E(c，d) 使 得 
Оо 0) 0х. —д)—26(х„ „_м 
д? Ci 


FID В У IU), {ДЖ 29, {РЕ yE MRE Сс", а’) Cle, d) 
НуЄ(с, d) 以 及 二 次 抛物 线 
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о'бд=- абк- уу Воку) +0) 
其 中 一 << 一 MC,: ВХ хЄ(с, 4) 有 
10х)<0"(х) 
4 iGO-fG0- (x), RI C, b) ИЖ хЄ(а, b) 有 
f(x) SQ +A ол ,gr GORGO. 
由 条 你 让 一 ij 让 导出 
Lf, 3) 160€ - at ((x— y), у) +o($.) 


cg, (ys у)+о(ф.)<—мф.+о(9.) 


HELL cct ay EM. ЖИ. Е 


利用 定理 4。35 从 系 1 一 系 ? 导 出 如 下 相应 的 局 部 他 和 类 ; 设 T= {11 1 Æ (6—8, д) Е 
а), 有 | 
F(A T, pe)= (lec [ — 二] 且 在 (一 5，6) Er Єз) 


EC. T, Oo Grec) НЕ C75, д) Er ELipi} 


其 中 0<8<1, x 


F(I T, 1—a,,)— (f|tfCC; НЕ (—д, ô) Eft €Lipl ) 
3th 0<д<л, 


84 关于 最 优 正 线性 算 子 列 亿 和 问题 的 研究 


4.1 最 优 正三 角 多 项 式 算 子 


ВЕ (1, } ,es 是 Cs 上 正 线性 算 子 列 。 令 rw(t)=1，ri(t)=sint 和 Ta(t)=cost， G, 
Freud 址 化 定理 指出 ， 车 存在 4, 一 0+( n 一 十 oo ) 使 得 对 k= 0，1，2 有 


|. (ть lc: «== ОА 2), (4.1) 
则 对 每 个 fE С: .17 
Е.С: = (+: (а, 1.)) (4.2) 


ВАЖНУЮ ао Kn r 
设 S,(f，x) 表 示 Fourier 算 子 ， 令 
1 2n 一 1 
mf х)=— X Si(f, x) 
nk=n 
则 有 zs(f，x)=204 (4, x) -o.(t x), Ни 13. ЛЯ Е C, ПЗ Е 
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Ж, d E: = 0.1, Ва.» x) ux) ИЖ 


last) е ln. (£7 6) C Лев Clau E 0E t7 lcs AEN) (4. 3) 


应 用 ( 4，3 ) 导出 
_ 4.27 Xin€ N 有 


Eilsinx > (а. 4) 
证 明 由 Fourier 展开 有 


E 
fo(x)= lsinxl 一 一 人 一生 y; -cos2kx 


Як 4ki—1 
所 以 对 mEN 有 
co 
f)-S.(5, х)= 450 00808 


461—1 
UI 


又 因为 


2n 一 1 ` 
Бок) x)= ES 10000506) 
т=п 


Ж x=0 得 到 
4 2n 一 1 oo 1 
It C) —7,(5, 0) = 一 一 X Б жї (4.5) 
= г 


nr m=n 


注意 到 对 m=n，n 十 1，…，2n 一 1 有 


= 
к= +1 
РН (4. 5) 导出 


L= == 
i -iT, е 


1. 
一 1 


4 25 k ed c 4 
165 (0)—л «СЁ» ORE ея ЕЕ ГЕЛИ 
从 而 由 (4。3 ) 导出 | 


E:C Isina > рту 
Е 在 整数 c>1、B>>0 使 得 对 每 个 tfE ca. 有 
LCD ETna WYL 是 三 角 多 项 式 算 子 ， 记 作 L。ET。a+p， 我 们 有 


定理 4.36 ULL) sex 是 Cs* 上 正 线性 算 也 列 几 对 每 个 hEN ELLE Too RIS 
п Фо 


пе. (1) Ис: «=о(1) (4.6) 
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E nte Sin? к, x)c,. o0) (4.7) 


| 
至 少 有 一 个 不 成 立 。 

证 明 R fa(x)= sinx], ГЕ 

lsint| 一 lsinx| < lsint 一 sinxl <2] sint—* |, 


It. Go, x)= GOL & IL GG) С) 301 + (ху! I Gs. х) 


<. (| а |, х) + i.) 1e, 
JE НН Schwar tz 不 等 式 导出 
поа), 2. f Ir. CDI, даба SX, де, + Инд И, 
HL) €T... ВНЖ 
пи, C lsinxl) nlt) —tile, <2 f nè IL, int EE, 301, Lac, u 


+nIL,G)—11c,, 
因此 出 引 理 4.27 得 到 
а/ш“ X, E es ILL) I, en DL 71 e, 2 T) Co 
IR C4. 6) 和 (4。7 ) 至 少 有 一 个 不 成 立 ， 证 毕 。 
由 于 


L, (sin? к, x)- 


L,(1—cos(t73), х) 


= в.а, х) — созхТ., (с051, x)—sinxL,(sint, x) } 
所 以 有 
пф (sinit, x), e ir Gol, HLC) тис, 
IL ula) 


uA 358 9H П 0) езеп), (пе, xean) 


T LCa) oln) (k=) 2). 
至 少 有 一 个 成 立 ， 于 是 有 
推 沦 4.23 ECL.) ,ex 是 Cx 上 正 线性 算 子 列 ， 若 对 每 RE NAL, CT. se» M 
ее, (та о(п 2) (к=0 1, 2) 
至 少 有 一 个 成 立 。 
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依据 握 论 4.23 引 入 如 下 最 优 正 线性 算 子 列 ， 设 { L。 } sex 是 C:* 上 的 正 线性 算 子 列 且 对 
每 个 nEN 有 LeETaerp， 若 外 一 La(1)ic:* 一 o(n t) (n9 Боо) 且 对 k=1，2 有 
In —L. (с, 00172) (4. 8) 
则 说 {L。 } «ен 是 最 优 的 。 
由 定义 和 估计 (4。2 ) 可 见 ; 若 11 一 Le(l)lc:。=o(n 2) (n 一 十 ce )， 则 {Ls} „ен 
是 最 优 的 当 且 仅 当 对 每 个 ?ELipl 有 
IL. (t)—11c, ,0(n72), (ne). 
明显 地 ， 若 {L。} e 是 三 角 卷 积 算 子 列 ， 即 对 每 个 nEN，fECi- 有 
L(-(t*TJ(x), 
其 中 T, 是 次 数 <n 的 正三 角 多 项 式 且 
1 л 
yd Joas, 
MJ L,(b x)=1, БИ (4. 8) 导出 ， 正 三 角 卷 积 算 子 列 { L。} se 是 最 优 的 当 仅 且 
172,1 |" sinit доа). 
xj. 2 
ЧИТ, Jackson ЖРЕТ {Jas r a} sex (р>а>2 ) 是 最 优 的 ， 因 为 这 时 对 f6E 
[E 
Joe х) = (ж Козова) (x) 
sint ttle 
Казон) = Сер; BAER Ca tora WE 


вїп—- 


2 


л 
* V. kanaan. 
在 定理 4.15 的 系 1 中 已 得 到 


А + 
я зай, 


1-а. 20. | dtxn 


E в 


由 上 述 可 见 ， 正 三 角 卷 积 算 子 列 {L。 } „сх 是 否 最 优 ， 取 决 于 其 EG Wk 00 38 — + 
Fourier 系数 


1 人 二 rodtromr9 
是 否 成 立 ， 因 此 为 构造 最 优 的 三 角 卷 积 算 子 列 ， 这 引导 我 们 考查 如 下 模 值 问题， M a 


表示 使 得 
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TE г. 
P: Г тода 
ПИЯ <n 的 非 负 三 角 多 项 式 T,(t) 的 全 体 。 要 求 确定 极 小 值 
in a py sin? ÈT, (Odt (4.9) 
T.E ain) 2 * ç 
ERME TIC л Mh 


l Г эт :tT Node; ix f E NES TOt }. 

这 个 极 值 问题 1916 年 首先 被 L。Fejar 解决 ，1958 年 P。P。Korovkin 指 出 它 在 逼近 论 
中 的 重要 性 。 

P。P。Korovkin 得 到 


定理 4.37 设 
E qot? 
XQ 1 ( t 
1\ cost cos- 


ИК, E х 且 是 极 值 问题 (4。9 ) 的 解 ， 即 


y (flt -+ с; sini PEE + 
ше zd x jE sin? T. (Dt )-i E 2 Ke(Ddt 一 sin EYES 


定理 证 明之 前 ， 我 们 回顾 如 下 三 角 求 积 公 式 ， 设 x HERA =x t PEE (к= 
Q l» 2, =s n-10) , 若 T 是 次 数 生 n 一 1 的 三 角 多 项 式 ， 则 有 


1 (я NL 
2x fË Toa E т (4.10) 


定理 的 证 明 ， 首 先 取 节 点 


esq fants xfa 
n= Ж, кш E (my dn o а), 


HFK, ЖК <(n+1) 的 三 角 多 项 式 ， 且 节点 x, 都 是 cost. 的 零点 ， 所 以 求 积 公式 
(4.10) 导出 


р к.да к, (ка) =1. 
-z 


aj- 
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其 次 ， 对 任何 T。E ait, ШЗ эт ET. CO 是 次 数 <n+1 的 三 角 多 项 式 ， 所 以 由 
(4. 10) 有 


[+J 
Lf о ig: Ат, (KH y 
к=-[#{#] 
2) 2к+1 
2h Cis un TON 
z 
(sint. 2) MU i (4.11) 
所 以 有 
т. est Г iate тон} аа 
另 一 方面 ， 对 K。 应 用 求 积 公式 (4。10 ) ， 并 注意 到 当 k 1 时 ,有 
K (CEED 4) co gy 
1 (я 
zj E а (а) 2 (82 +a. EO) 
=з 1 [казни (4.12) 
sin? rtr "n Я ГҮҮ . 
ЯН (4. 11 ) 和 (4。12 ) 得 到 
T. Ant t „Б Г sin? тоа! 人 sin*- z6 (Ddt=sin i (4.13) 
-x -x 
证 毕 。 
由 于 


л 
E sin? E (D dt-sin* 
x -x 


En 
所 以 由 极 值 问题 ( 4。9 ) 的 解 K, 构 作 的 正三 角 卷 积 算 子 列 ，U。(f)=f * K, 是 最 优 的 ， 即 
Feje' r—Korovkin Ж 731 (О. ) ,ex， 是 最 优 的 。 

进而 ，Korovkin 给 出 了 最 优 的 正三 角 卷 积 算 子 列 的 一 般 构造 方法 : ФЕ CL0,1] 使 
得 对 每 个 nEN 


аз 


п 
с.= E é(E)»o (4.14) 
k=0 2 
则 函数 
2le2| E (Del 
т.о) с ге Ge | (4.15) 
是 次 数 <n 的 非 负 三 角 多 项 式 ， 由 T. 产生 的 正三 角 卷 积 算 子 列 : 


L,(t)=(t* T.)G0 (4.16) 
在 关于 少 的 一 定 条 件 下 是 最 优 的 。 我 们 有 


定理 4.13 Ф610, 1) 且 对 某 个 M>0 有 4 ELipul, 若 42(Ddc>0 且 (0O)=%GD) 
=, № (4.16) 定义 的 正三 角 卷 积 算 子 列 { 1. } Lex 是 最 优 的 。 
证 明 因为 


Ж 
To= Ler( E (Kev ) Ee ) 


n 
= 
k=0 


x п-1 
ai. 1. [7 онт дае e «(E (Е). 


B ET Ж k kyg(kti 
n'(1—ai:)7 Ci'n m (eQ9-«09«&£)) 
п—1 2 

Serai (8-9) (4.17) 

在 推导 上 述 等 式 中 ， 曾 经 利用 过 $(0)=$(1)=0 这 个 事实 。 
由 于 $ELipwl， 则 对 k==0，1，2，…，n 一 1 有 
k) a(t <M 
CORES 

所 以 由 (4.17 ) 导出 


1 - x м 
sei e м сем S (к) (4:18) 


注意 到 ['ósQQeco, gum 
Lim 5 lék)- [ш> 
mn 一 十 cok 一 0 24 a 
Wit (4.18) 存在 正常 数 C 使 得 对 斗 nEN 有 
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2114 


+ 


„> 


»'ü-ai)«c( | $ Qa) 


m 
1—ai,—0(n^?). 
故 得 正三 角 卷 积 算 了 列 {L。} ,ex 是 最 优 的 。 证 毕 


Ч, ит |h 0 98 jackson ЯР, TW Ф(О=зпл M, 
则 导 导 出 Fejér—Kor onkin WF. 
4.2 最 优 正 三 角 多 项 式 算 于 列 的 亿 和 问题 。 


设 {L。 } ce 是 最 优 的 正三 角 多 项 式 算 子 列 ， 则 有 D —L.G)1c,,=o(n"2) 

filu-L.Ghk,-0m?) (к=1,2), E 
Н.С *o(n7?) (к=1,2) 
至 少 有 一 个 成 立 。 因 此 自然 要 问 是 否 存在 非常 数 的 t. ЄС. 使 得 
ifo =L, (fo)lc::=0(n7*)? 

换 句 活 说 ， 是 否 任 何 最 优 的 正 多 项 式 算 子 列 都 具有 饱和 阶 nr 

对 于 一 般 的 正三 角 多 项 式 算 子 列 这 个 问题 尚未 解决 ， 但 当 { L。} ,en 是 三 角 卷 积 算 子 
列 时 ， 问 题 借助 于 如 下 引 理 得 到 骨 定 的 回答 。 


引 理 4.28 EMK CDO 使 得 对 斗 正 整数 nk Н пек] MY T, € sit! 有 


x š 
1 f sin т, (Dar> cse. (4.19) 


ul -л 


证 明 di h (x)= lsinx|， dar. 27 断定 


E iClsinxl 2 5—0 F 


设 t。 是 使 得 Ih—t.1c,,— ЕК) 的 n 次 三 角 多 项 К, Wi di Chebyshev 定理 h 一 ts fE 


[一 r，z] 中 至 少 有 2n 十 2 个 不 同 点 交错 地 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

对 kEN， 令 hx(x)=h(kx)， 和 eu (х) =. (ко), W hit ZE [-л› л] 中 至 少 有 
2(n-DK22nk-F2 个 交错 地 达到 最 小 值 和 最 大 值 ， 于 是 tk 是 ht 次 数 <nk 的 最 佳 逼近 
三 角 多 项 式 ， 因 此 有 

Ex.( lsinkx! = а, Ис, = Ih(kx)—t:(kx)ic,, =E: lsinx| ая 
现在 设 m>k 的 任何 整数 ， 选 取 п>1 使得 акпа (ак, HI 


Es( lsinkx| Et cci) Clsinkxl)> К > Кә 


Inta inkat” кш? 20 


81m 
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由 于 对 每 个 nE N， 和 T.Er!t+), 则 hrs* T。 是 次 数 <n 的 三 角 多 项 式 , 于 是 当 n>>k 时 ， 


H (4. 20) 导出 
а-в e Talo, .> 下 


从 而 有 


вк. «інет, = | (| sinkt |— їһакх1)т,(х—94‹| 


< +f lsinkt— sinkx|T, R= var] 


-|è NE ink | 6-00] <2 f NL Cu 
利用 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 导出 
ixi FÉ. re br oe (т E 7. (049 * (1 f ktr (pa)* . 


16лп 
ИНН, X93838 пк MAT, € xit 有 
ir k 1 yk: 
HELLE 
所 以 取 Со = (162)7* 得 到 (4.19). Ш . 
如 下 P. C. Curtis 定理 断言 ， 若 (LL) es 是 最 优 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 ， 则 其 
饱和 阶 为 n-?。 
定理 4.39 (Curtis) № (1. } .ex 是 正三 角 卷 积 算 子 列 ， 即 对 每 个 hE N 和 tf ECs* 有 


L.(t)=t * T, 
Т, Crit HE, 车 1ECs: 且 
Запара, 0 
DILE 常数 。 
证 明 由 于 

zum n вит. (с, —0 ў (4.21) 
所 以 存在 子 列 (ni) 使 得 

Lim 


joo; IE La, (Dle,, =0 
因此 由 Fourier 技巧 得 到 ， 当 j— + оо 时 有 


ам 00а-2т, tk) =) 
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由 引 理 4.28 并 注意 到 了 是 偶 的 ， 当 ni>>k>1 时 有 
X x 
1—2, 00-l M к, 
其 中 Co= (16x)- :， 因 此 对 每 个 kEN 有 
к { ю=о 


从 而 对 kE N Я (к) =0, Blf=const, Е 
特别 地 ， 若 { 工 。} sex 是 最 优 的 ， 则 


^ E y£ 
1-216071 f sini tr acc 
LL 2 


因此 得 到 
推论 4.24 若 (L.) ,es 是 最 优 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 ， 则 (1, } ,en 在 C:* 上 关于 
Wr (n7* ) 是 饱和 的 。 
对 于 非 偶 的 正三 角 卷 积 算 子 ， 利 用 作者 建立 的 定理 4,27 得 到 如 下 点 态 的 Curtis 定理 。 
定理 4.40 UL (L. ) ex 是 正三 角 卷 积 算 子 列 ( 不 一 定 是 偶 的 ) ， 且 对 每 个 kEN 有 


Е 
В.к. | sin2ktT «(dte o(n7*) (4,22) 
3 
若 fECa 且 对 每 个 xE[ 一 r，r] 有 
sm n? ItG)-L.( х) =0 (4.23) 


Л] f const. 
证 明 51204,28, ХНЕНЖЖ о>к>1 有 
1-а.=2. Г = ат, дас, 
其 中 Co=(167)-*。 ХЖ (4.22 ) 有 Pr. 0(n7?), ВА (п) = п-* 483] , Ж] 4 + 
k€ N 有 


Pas DAP tias. 18. |>4Cok:>0, 


所 以 利用 定理 4.27 得 到 ， 若 fEC:* ES GA IE (4.23), Wi f 王 const， 证 毕 
R.A. DeVore 得 到 如 下 饱和 定理 ， 给 出 最 优 的 正 偶 三 角 卷 积 算 子 列 他 和 类 的 分 析 特 
征 . 
定理 4.41 设 {L。} .ex 是 最 优 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 ， 则 其 他 和 类 
Fo (L.)=Lip*2 
Е 设 对 每 个 nEN MEC Ж 
L,(t)=(t * T,)(x) 
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其 中 TsE xp 且 是 偶 的 ， 则 由 引 理 4.28 得 到 ， 对 任意 整数 n>k>>1， 有 


Za s L ае скі 
icd Lj sin EET (dto Ce ву. 


又 因为 {L。} „єх 是 最 优 的 ， 所 以 有 


Eo ЖЕ с; Sa 
1 一 al 一 一 sin *- T, (dti 
[A POE 


因此 存在 正 数 C， 使 得 对 每 个 kE N， 存 在 自然 数 n>NCk) Bb A 
1-а ска, 


1-а. 
BJ CL.) осм 适合 广义 Turesky 等 价 条 件 ， 故 由 定理 4.16 导 出 
PF。(L.)=Lip"2。 

特别 地 有 

推论 4.25 UE (0, } „єн 是 Fejir 一 Korovkin WFYI, W (U, } sen 在 C:* 上 关于 阶 
(nc) 是 饱和 的 ， 且 饱和 类 F。(U,) 王 Lip"2.。 

推论 4.28 Ш (1. } es ЕН (4.16 ) 确定 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 , 若 适合 定理 4.38 
中 的 条 件 ， 则 {L。) «ем 在 Cre EXP t {a7 ) 是 饱和 的 ， 且 饱和 类 F.(L.) =Lip°2, 

4。3” 拟 最 优 正三 角 卷 积 算 子 的 饱和 问题 


在 最 优 正三 角 多 项 式 算 子 列 的 定义 中 ， 我 们 要 求 H—L.()10:«—0(7*) Н. X} 
k=1,2， 有 


fr 一 LeCrolc:: 一 0OCn-5)。 (4.24) 
现在 我 们 减弱 条 件 ( 4.24 ) 为 只 要 求 存在 非常 数 的 f, € cs 使得。 
It —L.(fa)lca = 0(n7?) (4.25) 


这 时 我 们 称 【L。} пек 是 拟 最 优 的 。 
明显 地 ， 最 优 的 正三 角 多 项 式 算 子 列 ， 必 然 是 拟 最 优 的 ， 但 反之 未 必 成 立 ， 例如 ， 
设 K, 是 Jackson 核 函 数 ， 对 f € cu Ф 


Lolf, д=а* KG) (4.26) 
其 中 


к.00=(1- Dic IL (Gk) ` 


WW CL.) es 是 拟 最 优 的 但 非 最 优 的 ， 事 实 上 ， 由 于 


л Ра х X л 
за Dem. | азак, яаа f^ sinttHTK, (дае 
S Фатх)” 2 cx 4 š 


=L ftom 0206 2) 


所 以 {L。} aen 是 非 最 优 的 ， 但 是 取 fs(t) 一 cos2t 得 到 
It. але р Goszx— созо дан? f sin К, (да 
п | | Е [чач ое, 
由 于 


E 
| sin*tK,(t—2)dt—sin*a—0(n^?) 
п 


ХИ sinztELip*2， 类 似 地 有 


y sin*tK,(t-Fa)dt- O(n*) 
E 


x x 
二 | аанк(да=® оак, сдано) окт) 
ud -л * -x 


WR (LL) „єх 是 拟 最 优 的 。 

对 于 拟 最 优 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 ，DeVore 建立 了 如 下 他 和 定理 。 

定理 4.42 BAL) ex 是 拟 最 优 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 ， 即 对 每 个 nEN 和 fE 
Can H LG) * Ts 其 中 T, 是 次 数 <n 的 非 仙 、 偶 性 三 角 多 项 式 ， 则 存在 正 整数 m 使 得 

i [sin To’) (4.48) 
В (1. } aen TE Са, РИ (а>) 是 饱和 的 ， 而 饱和 类 
ESQ [rn rec i neenon] 
2: š 

Жор mo М (4,48 ) 成 立 的 最 小 整数 ， 

证 明 由 于 {L。} .ex 是 拟 最 优 的 ， 记 以 存在 fo 二 常数 ，( 即 存 在 mEN 使 得 


fm) 40), ， 使 得 
Мо Е, (о) са==0(п” 2) 
因此 由 Fourier 技巧 导出 


£7)( 1—27% (ю)=о(а*) (4.49) 


因为 从 (m) 关 0， 所 以 必 有 


1-2T,(m)-0(275) 
ижат. 是 偶 的 ， 故 得 
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Li 
+ Í sint т,(Ф#а‹=О(а^?). 
x). 2 


设 m。 是 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整数 ， 则 对 1<k<m。 有 


mn 一 co 


Tim a1 (7 akt _ 
m a f ro49 十 co。 

Lim патот) +оо (4.50) 
所 以 由 引 理 4,28 和 (4.48 ) 导出 ， 当 n>mok>1 时 有 


1—т2 (m) >С," oe (1-21: (9) ) 
n . 


可 见 对 每 个 KEN 有 
-一 -1 一 2T4Cmok) 
Li 
acc [THEO 2 н) 
XH (4.50) Ж1( 4.51), 28 BUE 914.14) Е} КО ( mod m) 有 
pn 17270) 
Cad dd 


于 是 由 定理 4,22 导 出 由 ( 4.47 ) 确定 的 正 、 偶 三 角 卷 积 算 子 列 {L。} ,ex EC: 上 关于 阶 
{n+ } 是 饱和 的 ， 且 饱和 类 


FAC {tlt Ec: H tELip*2} 
1: Ў 


4.4 最 优 正 多 项 式 算 列 С 


WL, E C[a, b] 到 Clo d] 内 的 正 线 性 算 子 ， 其 中 Ce, alcia, b], МР, ж 
UK <n 的 多 项 式 全 体 ， 若 存在 c>1、B>>0 使 得 对 nEN MECI, b] 有 Le(f，x) € 
Ps:po(xE Lo. 4]), REL. 是 正 多 项 式 算 子 ， 记 作 LL, ЄР... 

P. P. Korovkin 首先 指出 ， 正 多 项 算 子 列 的 远近 度 与 正三 角 多 项 式 算 子 列 一 样 也 Ж 
n^ 所 局 限 ， 我 们 有 

定理 4.43 WELL) ven 是 Cla，b] Sl Clo, d) 内 正 线性 算 子 列 ， 且 о1„ЄР,..,, 
则 

lex—L. (ек) 1с: за) *0(n72); k=0, 1, 2, (4.53) 

至 少 有 一 个 不 成 立 ， 其 中 eo) xt 

证 明 采用 反 证 法 ， 若 对 k=0。1，2 有 
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ler~L, (ек) lc! =oCn-9) 
则 由 G, Freud 量化 定理 推出 ， 对 每 个 1ELipl 有 。 
Ш„(@ @—{1с:‹›=о(а^!) 
特别 地 ， 由 于 fu(x) 一 |x 一 ca ELipl (xE [a，b])， 所 以 有 


od GO-flcioamo(n7!) (4.54) 
另 一 方面 ， 因 为 f*E Lipl， 所 以 有 常数 C。>0 使 得 ` 


Elf0)= inf Нотр: > С°, 
р. ЕР. n 


BL. х) ЄР, ал, (x€lo dD. Ж Ж 


) Mi Ob on PE)» >S, , 


其 中 Ci 是 正常 数 ， 这 与 (4.54 ) ЖЖ. Е 
由 于 我 们 将 证 明 ， 对 正 线性 算 子 列 { L。} sex， 若 k=0，1 有 
ler— La (ев) ссе эа1=О(п^*), 
则 有 
le:—L,.(e:)lc: за: ®о(п^*), 
所 以 对 于 正 多 项 式 算 子 的 约束 ( 4.53 ) 中 最 本 质 的 自然 是 
lez —L,Cez)1c: e 1 0(n7?). 
这 个 事实 启发 我 们 引入 如 下 定义 设 { L。} „єн JE С(а, b] 到 Clc d] 内 正 多 项 式 
算 子 列 ， 若 对 k=0，1 有 
lex—L,Ce)]c: c» 0(n7) 
H 
Тез —1„(е:)Їс:‹,4›=О(п^?) 
则 说 CL.) „єх 在 [c,d] 上 是 最 优 的 。 
H G, Freud 量化 定理 导出 ， 若 { L。} „ен 在 Le, d] 上 是 最 优 的 正 多 项 式 算 子 列 ， 则 
对 每 个 fEC[a，b] 有 
161.001: com C^? Hol n7)). 
特别 地 ， 对 f ELipl， 有 
It- LH ccs 70(n79). 
明显 地 ， 正 多 项 算 子 列 的 “最 优 ” 性 只 是 一 种 局 部 性 质 。 
为 了 构造 最 优 的 多 项 式 卷 积 算 子 列 ， 需要 回顾 熟知 的 Gauss 求 积 公 式 ， 设 非 fA 函数 


went-10] 8 | wGO4x>0 又 设 {Q。 } sex 是 关于 函数 w 的 正 交 多 项 式 列 ， Ш 
з 


QEP, H 
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i 


0 
Í d | 


i*j 
i=j š 
ФИ хә: (k= EL +2, =, ®п) ЖЗ Q(x) 在 (一 1，1 ) 内 不 同 的 零点 ， 且 有 
—1<x-., <: Ra isi i Xm Xu Iu 

Wi (xuisi) )k=0 £l, £n)29Q:.. (x) 在 ( 一 ，1 ) 内 的 不 同 零点 ， 且 有 

—1<x-,, rena Xe ME Xa, ien XX nuni XX) asa om xv 2.6101, 
特别 当权 函数 w ЧЕ С—1, 1) 是 偶 的 ， 则 Q.(x) 的 零点 关于 原点 是 对 称 的 ， 即 对 k=1， 
2，…， ndi. 

ХЕрзв==Х-№ 2:3 Xty2a+1 一 X-ky2a+1 

和 xoa. =0. 

Ж w(x)=1 (x€ [一 1,1]), 即 得 到 Legendre 正 交 多 项 式 列 《ps(x) } ， 设 xtyzs 
(k=1，2，…，n ) 是 2n 次 Legenedr 多 项 式 P: (x) TE (0, 1) 内 的 零点 ， 则 有 


cos Каа, Соо пък, (4.55) 
类 似 地 ， 设 {xtii*1} (kml, 2, +, n) JE 2n- 1X Legendre 多 项 式 的 零点 ， 则 有 
соз З aas соз MEET q (4.56) 


以 正 交 多 项 式 Q。 的 零点 作 节点 得 到 加 下 Gauss 求 积 公式 ， 存 在 正常 数 ACn ) 
(ke t1, in) 使 得 对 每 个 PEP,。-! 有 


| "родах Y A Cn)pGasn ) (4.57). 
-1 =-п 


其 中 于， KRAO ИШӘ, ЧЕ AID (k=0 #1, +2 = En) 
k=—n 


ERREA PEP 有 


1 


Í жодрОдах= Ü A Cn Пронин) (4.58) 
-1 kas =; 


通常 称 A (0229 Gauss 求 积 公式 的 Cotes Ж. 
| 
设 p 是 次 数 <n 的 非 负 多 项 式 且 | Ods, idle pe PI. Я Ар. РГ 


和 ftE c [一 于， 于] ， 引 入 正 多 项 式 卷 积 算 了 


+ 
t 37 | fO G7 Oa. 


我 们 知道 (L. ) sex E (0, д) (0<8< 1) EBR BU EH 


а= | tps(t)dt。 


E 
所 榨 制 ， 因 此 要 使 正 多 项 式 卷 积 算 子 列 {L。} «ен dE (—д, д) 上 是 最 优 的 ， 必 须 有 
а.=0(п7!) 


ЖЇЗ ЕЈ ео, e 的 逼近 阶 为 oon-:)， 则 要 求 对 每 个 0<8<1 ж 


|. робит) Cekaj 
s 
其 中 Ss= (а, 1)! (Sh +8, а) Абв, SORMEN 


| t'p.(Odt—o(n7*) (n 一 +oo ) 。 


为 此 ， 我 们 考察 如 下 极 值 问题 ， 确 定 
. min i 
p€ Pi? j tip(Ddt 
-1 


的 值 和 极 值 多 项 式 。 应 用 Gauss RAAR, RLF Fejtr 一 Korovkin 定理 的 论证 得 到 
定理 4.29 对 nEN 令 
отоу 


texis 
ЖҮ P:, Æ 2n 次 Legendre #96, xisi, 是 它 的 最 小 正 堆 点 ， 而 规范 化 常数 C, 使 得 


| MONSIN 


WAE PRL ПАА oc P 人 有 


| oa> | идеях? а, 


>i -1 


1 1 


min. 20(0)а= *4.(0dt7 xlii. (4.59) 
ОЄР{!, Í: Í: * 
证 明 ##{хь,:„)} (k=t1, t2-*n)4ELegendre 多 项 式 Ps,(x) 的 零点 ， 则 


хок, га Xii. (k=1, 2, n) 且 相应 的 Cotes Ж A.(2n)=A-,(2n). 对 任何 QE 
Pis, W QEP, FÆR Gauss 求 积 公式 ( 4.57) ( 其 中 取 w(x)=1 ) 得 到 


n 
| собаке E xia (0G: 00-02) 
ES k=1 
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>к. E ACn) (о(хо›з)+0(х-а› 2) 


1 


—xbu | Qat= xi ie 


其 中 利用 хі, 2.221, зн, 


57—278, HCPASEPUDIB д, (хь»:.)=0 (ko £2, £3, £n), В, ВК 
Л Gauss 求 积 公式 ( 4.57) 得 到 


1 


Í ts(t)dt 一 Ë x Ё, аА (п) (4. G5 522A G2.) 
k=1 


=x} A (21) (Абхаза) + А. CEP), 
Sahn E AG (дбн нА) 
хз. 

БЕЙ, ОЕ P 110,97 


' 
Í вода | HZMCDLIIPMT 
“ 


从 而 (4.59 ) 得 证 。 
HH ( 4.55 ) 得 到 


Xis2a cos 


可 见 二 阶 矩 


n- 
2n 


—=_ 
*< 4n 


f tA (dto O(n7?) 


但 是 由 计算 可 证 ， 四 阶 矩 


1 


Í t*A.COdt*o(n7?) , 


所 以 由 (4,59 ) 得 到 的 极 值 多 项 式 1。 所 产生 的 正 多 项 式 卷 积 算 子 列 在 〔 一 6，6] (0<8 
<< 了 ) 上 并 非 最 优 的 。 不 过 这 种 处 理 的 思想 启发 我 们 ， 要 产生 最 优 的 正 多 项 式 算 子 列 , 还 需 


要 将 极 值 多 项 式 A.(O 原点 邻近 的 一 些 零点 消去 ， 我 们 有 
定理 4.44 设 nEN， 令 
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-一 一 一 -一 一 -一 一 一 


ROE Рб) — y 


Мх?) xb 


其 中 каа, 和 хоз, Æ Legendre ZHR Pa. 的 两 个 最 小 正 零点 ,而 规范 化 常数 C。 使 得 


1 


| ов. 
x аемжиес(-Т, 1], Ф 


+ 
л) Í 26798 хє[-%, 4}: 


RUEA SUO BULT 3I CA. } ex 在 【一 5，5] 上 是 最 优 的 ， 其 中 0<5< 革 是 任意 的 。 


证 明 类 似 于 引 理 4.29 的 方法 ,由 于 和 2 E Pille, BLR Gauss 求 积 公式 得 到 二 Br 
Е v 


Í лдан E 2A,(2n)xi,,. 214.1.) 
=1 


-1 


xl a (2A Qn)4 Ga 2.) 2А: Cn) 411062.) 


=х},:. j Ai()dto x$, 1a —O0(n^?). 


其 中 利用 ( 4.55 ) 导出 ，， 


n 
X2 51. 0s — 


JEU, ШЕЯ 144:(1) EP。,-,， 所 以 由 Gauss 求 积 公式 和 ( 4.55 ) 导出 四 阶 矩 量 


E n 


| бда E забав, А0) 
«t k=1 

<х{›:.=о(п^*), (n 一 二 ce ) 。 
证 毕 


4. 5 最 优 正 多 项 式 算 子 列 的 小 。 饱 和 定理 . 
设 (L.) ex 是 C( 一 1，1) 上 正 多 项 式 算 列 ， 若 对 每 个 6E((，1 ) {La} .en 在 
了 一 (一 5，5] 上 是 最 优 的 ， 明 显 地 ， 对 【一 1，1] Ei m C © 


Ш—1,(1)1с:-ь›ь:=о(п^*). 
自然 要 问 ， 若 fEC( 一 1，1)， 且 对 每 个 5E(0，1) 有 


385 


И—1їь(1с:-ь,ь1=о(п^*), 
号 否 可 断定 1 在 [一 ，1) 上 为 线性 函数 呢 ? 

为 讨论 这 个 问题 ， 首 先 指出 $ 3 中 使 用 的 抛物 线 技巧 是 失效 的 ， 其 原因 是 ， 若 f 是 非 
线性 函数 ， 则 由 抛物 线 引 理 存 在 二 次 抛物 О(х)= ax*+Bx+Y(a<0) 和 y€ ( —1, 1) 
使 得 Q(y)=t(y) 且 对 xE( 一 1, 1) 有 

Q(x)>1(x), 
Mixe (—1, 1) 有 
О(х)=а(х—у)*+Й(х—у) +1(y)>f(x). 
由 此 导出 ， 
L.(t,y)—t(y)<L.(Q,y)—Q(y)=L, ( Q(t)—Q(y), у) +о(п^*) 
SaL, ((—3)*, у) +о(ат?), 
НТ а<0, MH 


от (бу), у) ү, IL. (6) 1601 +обат9) = oln), 


Wl n= cor 
La CG—32*, у) =о(п7°) (4.60) 
IB (4.60) 5 CL.) sen 是 最 优 的 条 件 ， 对 每 个 Ce d) C C1, 1) 有 
IL, CG—37?, х) [се зал о(п” =) (4.61) 
并 无 矛盾 ， 这 里 的 问题 是 我 们 不 能 控制 抛物 线 Q 与 了 的 接触 点 YE (—1, 1) 出 现在 (4.61) 
在 端的 最 大 
若 进 一 步 假定 fE C: 一 1,11， 由 于 y6E( 一 1,D) 使 得 
(у) -ty=min (0(х)— (у) ), 
хЕ (-1,1) 


Wadi Q'(y)—t'(y)=0 Н. Q"G)—r'G)»6, № 
{"(у)<О”(у)=2а<0 
因为 fE C*C—1,1), УЕ ИЙ Gam (Yy— ^. YHA ) 使 得 对 六 2€ Ga fit" (2) 2a 
«o. MT 266 4 
О.(х)=а(х—:)*+1' (2(x—2) 10), 
WA x€ci, 1) 有 
Q.G)2tG9. (4.62) 
类 似 地 ， 由 ( 4.62 ) 导出 ， 对 每 个 z€EGs 有 
La (G@—z)*, z) =o(n"2), 
或 
ILa ( (t—2)?, z)lcecczio(n7?). 
这 与 {Ls } sex 的 最 优 条 件 ( 4.61 ) P. 可见， 若 £€CH CT 1,1), 出 对 每 个 0<6<1 有 
IL. (f —flcc-$ s3) =о(п7 2) 
当 且 仅 当 f 在 【一 1,1] 上 是 线性 的 ， 
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因此 要 证 明 在 【一 5，6] (0<6<1 ) 上 最 优 的 正 多 项 式 算 子 列 {L。} ,ex 的 小 o 饱 和 
定理 ， 可 以 通过 构造 f*ECz( 一 1,1) 使 得 在 【一 1;1] E f 一 致 收 伍 于 f， 根 据 上 面 讨论 ， 
对 每 个 fsE C:( 一 1,1) Жл,.>0 使 得 

IL. (4-27, z) Їс‹(сл+ь„›=о(п^?) 
ЖОР Ол,„=(у„.— Ass у.НД,.) MURMER AE L, ( (ї—2)', 2) с (баз) e 

本 节 的 主要 内 容 将 证 明 : 车 Л, =®о(п^'), WA 

IL. ( (1-23, 2) Їс‹сл›„) *o(n7?). 

为 此 需要 建立 如 下 引 理 ( 证 明 参 见 DeVore[7] ) 。 


引 理 4.30 对 mE( 一 r，r)] 和 n EN， 存 在 以 2r 为 周期 的 偶 函数 s.(n,x) € Lip, 1, 


具有 如 下 性 质 ， 对 M" >0 存在 仅 依赖 有 M" ПОТЕ сї, c ;使 得 只 要 对 每 个 次 数 <n 的 三 角 
多 项 式 T， 只 要 

1g.(5, тс: M'n7* (4.63) 
则 有 


E nen 
1*7 TI e(n-etn7!, metn)? ° in (4.84) 


3134.31. HOLALI, XI xe € (76, 0)ffln€N, Ж (—1, 1) E f£ fE f(x, ХЕ 
Lip1， 具 有 如 下 性 质 ， 对 M>>0， 存在 仅 依赖 于 6，M 的 正 № № са» с: 使 得 只 要 pEP。 


且 有 


Ifa—ple:-is EMn (4.65) 
则 有 
Ноу ont ке? O7 xD Tnt (4.66) 
ЖИН 2138.4. 30419171, 314) 9020 НЕ = fa 503 ТНЕУ Я ТИЈАНА HER 
部 估计 ， 我 们 有 


定理 4.45 设 {L。} .ex 是 Ci 上 正三 角 多 项 式 算 子 列 ， 若 对 k=0、1、2 有 


{тк—1.(т)Ёс,,„ =о(п^*), 


则 存在 正常 数 c, M с: 使 得 对 每 个 xeE (一 z，x] 有 


би, х)! сб, окрет" (4.67) 
El 


定理 4.46 设 {L。} sen 是 C(—a, а) 上 正 多 项 算 于 列 , #3 k=0, 1, 2 有 
lex—LiCei)I cta нло" =), | 
则 存在 正常 数 cl，c* 和 自然 数 N， 使 得 对 每 个 xeE (—ó, д) (0<6<a) ， 当 n>N 时 
有 
I, (05 x) ets, eaten t]? "иг E (4.68) 
证 明 ”我 们 仅 证 明定 理 4.46， 并 设 a=1， 一 般 情况 可 通过 从 【一 a，a] 到 (—1, 1) 
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的 线 往 变换 获得 ， 为 了 简单 起 见 ЖЕР, 51 4.31, x óc (0 1) 和 
x€ (—д, д) 存在 f(xo，x)ELipl! (n>N), H G. Freud 量化 定理 导出 


И„—1({.)!с:-1э1з&С(И-Їп^#++п^')<2Са^! 
жави) Fa. 因此 再 由 引 理 4.31 对 M=2C>0 存在 仅 依赖 于 M，6 的 
ERMC , c: 使 得 。 


Т со, епт кет 
另 一 方面 ， 记 


m= |а», х)! 


ухвар" (4.69) 


С(хо етп", хое: n^?) 
因为 在 区 间 (xoen, хост!) 上 有 fsELip11， 所 以 再 次 应 用 G。Freud 量化 
定理 得 到 
It. Lil ec , ато Conte P) (4.70) 

因此 由 ( 4.69) 和 ( 4,70) 得 到 ， 当 n>N 时 有 

аа) oculi) 
两 边 平方 得 到 

в. ci'o xDn^t—n-'-zn^'u, 


1 


因而 令 c+ = i eic, ШЧ n КВ), Ж 


атаи «о (1—д*) &e (17x) 
所 以 当 n 充分 大 时 ， 有 
н„2>с(1—х$)п^*, 


X Жене: 导出 ， 
IL, CCc7327, х) 


-D> 0 (-xDn*. 


C(xs7ein^! ,xo*ein 


证 毕 
推论 4.27 {L } en 是 C[ 一 a，a] 上 正 多 项 式 算 子 列 的 且 对 每 个 nE N, L, € 
Pa #3 к=0, 1 有 
ех. (e)l Cias 0(272) 
则 
le:—L,(e:)1C:-.,.i ®о(п^*) 
证 明 ERR, Ж 


388 


{ез—1,.(е:)Їс:-›„›=о(п^#) (4.71) 
于 是 由 定理 4,46 存 在 正常 数 c:，c: 使 得 当 n>N 时 有 
Ir. CCt-*, х) соат" 
另 一 方面 ， 由 条 件 导出 


ILa Сх), xlcc-en-! 


inni 
„епт Ж 


1 


-1) 10.062) -е сс 


se n =en" cin?!) 


: 
ее) ele -tSp leote) loton: 


(-сїп^!,сп ‚›сїп^!) 


«10. (е2) ез1 -iyto(n"*) 


C(-ein^',cin 
从 而 得 到 

lez 1, (ег)1с: -изь1 2 C2a*n*-Fo(n^?) 

le:—L.Cei)lc: -1511 0(n77) 
与 假设 成 立 ( 4.71 ) 是 矛盾 的 ， 证 毕 。 

引 理 4.71 i f€C'(—1, 1) ， 用 规定 f 在 ( 一 ee， 一 1 ) 和 (1，+co ) 上 为 常数 
的 方式 拓 广 使 得 fEC( —, +), 对 nEN 令 
1 


P d 
Gon fU | tx+a+vaudv， (4.72) 


2s as 


则 序列 {fa} Ж C71, 12 上 一 致 收敛 于 f。 2:000 1, dete REN Ë fB n>N 
Maec (—1,1), R 


lt, Зе) (4.73) 
和 
ис, (4.74) 
其 中 


ema есе) 


证 明 序列 { fs ХЕ (—1, 1) 上 一 致 收敛 于 f 是 明显 的 , JEUCUE (4.73), № 
用 Fi 表示 上 的 原 函 数 ， 而 F: 是 Fi 的 原 函 数 ， 则 有 


t.GOma(r Go D) er (71) 72662) 
于 是 
Оо) F Gor DHr -E)r w) 
=n(r(a+1)+ (x— D- о) 
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因此 只 要 到 I< 一 6， 则 当 n>N 时 ， 取 范 数 并 由 en) 的 定义 得 到 (4.73 ) 。 
最 后 证 明 CASA), mT DIR 


по) бд (^ [U (оазе ouav, 


(t^ Gub) +t (x—u—v)— 2r (x))duav, 


对 n>N 给 出 
ү: СЛ А: 
и/'—гїсъы< |", [U e0 uv uvt, 
ак 718 
证 毕 。 

下 面 引 理 是 抛物 线 引 理 的 烙 化 ， 它 更 疮 有 技巧 性 。 

引 理 4.33 设 t{EC (—1, 1) 且 对 每 个 <5<1 fk (—4, 0) 上 f 是 光滑 的 ( 即 
Qt tb 一 o(t)，t 一 0* ) ，f。 是 由 ( 4.72 ) 定义 的 ， 又 设 f( 一 1)=f(1)=0,， 且 f(x0)>> 
0， 则 对 c>0 存在 自然 数 N, a<0 M 00.1. 使 得 对 每 个 np>>N， 有 点 x. € (—дь» 09 
及 抛物 线 

Q.(x, у)=2(х—у)*+14(у)(х—у)++1.(у) 
具有 如 下 性 质 ， 当 x€ (—1, 1) 和 |y 一 x。| еп”! 时 有 
9.(х y)>t.(x) (4.75) 


证 明 首先 选取 充分 接近 于 1 的 正 数 5。 使 得 当 x 生 (一 5，5) 时 有 
ибд!< был. 


因为 由 引 理 4.32， 在 【一 1，1) EFA Ct.) 一 致 收 伊 于 ft， 所 以 存在 自然 数 Ni 使 得 当 
n2N;lif У xd: (0, do) 有 
lt GOL у и. бе. 
由 抛物 线 引 理 ， 存 在 二 次 函数 КО) =а (х хо) А Ca <0) ERA n2N, 
fixe [一 !, 1) 有 
R(x)>f.(x). 
каем СС HdEx.€(—0,, ó,) AAAH № Ш, Шш.=в(х.)- 
х 


f(x). 4 
в.(х)= n(x)—m., 
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WA R.(x.)=t.(x,) ВА x€(—1, 1), 8 


R.Gx)2t.(x). (4.76) 
因此 由 1 的 连续 性 导出 
к.(х)=а.(х—х„)*+14(х„)(х—х.)-++{.(х) (4.77) 


现在 令 
QC у)=-ра‹(х—у)* 14(y)(Gx 一 7 二 ta(y) 


可 以 证 明 ， 当 mn 充分 大 时 ， 对 хЄ(—1, 1) 和 |y 一 xl<cn-: 有 
Q.(x, y)2t.G). 


HRE, Masis), KEEA Сес 的 等 度 连续 性 推出 ， 存 在 n doe 
Ni， 使 得 当 n2N;2Ni: Hly—x.l&cn^', Ж, 
19.6 у) ©. xl < аз! (4.78) 


ТЕУТА ОЕ. 若 x 生 (一 1 十 中 1—n), W |х-х.] 21. FER n2Ni 有 
Q(x, y)70.Go х.) + ( Q.(x, y)—Q,(x, х„)) 


ка) (4{(х„)(х—х„)+.(х„) +a n: 


Жа1(х—х„)*+ tio xf) R.(x)>t,(x), 
其 中 利用 了 (4.78 ) ， 并 注意 到 a <0 fl n:<(x—x.)*, 
其 次 ， 若 xE( 一 1 二 mm 1 一 们 ， 引 入 函数 
„у= f.(x)—t.(y)—t;(y)(x—y) 
һ.(х› у) < РЕНО, 
明显 地 ， 我 们 只 要 证 明 当 x€ (1+1, 1 一) 和 jy 一 x| <en-:， 对 充分 大 的 有 


һ.б» у) ра (4.79) 


Hüx,y€ —1+ 7, 172, НЕ МЕН N >N: f: 8 SIN: 
M, +í 


x ett 
А.С, уһ. y) zr (1s) - t! s y 0)dsdi 
cie [LI toten 


«uie Ix—yl )&ne(n)t , 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 由 ( 4.73 ) 导出 的 ， 因 此 当 n 宇 Ns 和 “<cn-: 时 有 
И.С, y+t)—h.(x, у) <ce(n) (4.80) 


最 后 选取 足够 大 的 自然 数 NSN, HE себп) C lail fl cN": pn, ЙН (4,80) 
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对 ly 一 x | cec (1+3, 1A) Ar 
1 


в„(х+у—х„› у)<һ.(х, x) ail. 


За + а «Та, 
或 对 ly 一 x,1 <en, z€ (—1+n, 1—1) 有 
halz y)& S 


这 就 是 (4.79) ， 因 而 引 理 证 毕 。 

应 当 指出 ， 从 引 理 4.33 的 证 明 中 可 见 ，6。 仅 依赖 于 上 而 与 无 关 。 

现在 我 们 可 以 建立 最 优 正 多 项 式 算 子 列 的 小 o 饱和 定理 。 

定理 4.47( DeVore) iE {L。} .ex 是 多 项 式 算 子 列 , 且 对 每 个 5SE (0,1) 在 [一 5，57 
上 是 最 优 的 ， 若 fEC( 一 1，1) B 

! (fc -so 一 oCn 2) (л +оо), (4.81) 

则 f (—1, 1) 上 性 的 。 

证 明 ”不 失 一 般 性 可 设 人 (一 1)=f(1)=0， 因 为 若 不 然 可 以 用 减 去 一 个 在 点 一 1 和 1 捅 
值 为 + 的 线性 函数 ， 而 所 得 到 的 新 函数 仍然 适合 〈4.81 ) 。 

由 于 Llf)EP。a+g， 所 以 由 ( 4。81 ) 导出 , f 的 ЖШ XE Е. (0) =0(п-), Я № 
H Bernstein 定理 可 得 t EC( 一 1，1)， 且 对 每 个 5E(0，1 ) ， 在 【一 6，6] Ег ЖЖ 


В (о, (е) об) t0). ЯНЕС-Ь 1), &Ж (4.14) 定义 fs， 并 选取 引 


理 4,33 中 的 6,， 由 引 理 4.32 得 到 
10.=81с:-1›11=00), 


еде C 4.82) 
Mere Lipe АЕН G, Freud 量化 定理 有 


Илье cc, a So (И. ein +), 


ERR {к (—д,, д.) 上 是 光滑 的 ， 所 以 有 20) 一 o(1), 因 此 得 到 
It-t.—L.G—£2l c 5,5, обата). 
所 以 由 ( 4.81 ) 导出 
Л.т.) сс, 8) on") 
MER ECI, 1), t(—1)=tG1)=0B386 (4.81). # Ex Ell, 1 
得 #(х.)>0, Tl TiEUI 3X Sc 
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It — Lib ec s, #07) 
司 起 矛盾 。 
由 定理 4.46 PEERK cis c: MAR ЖОМЕ ЯРАР Ух. (—дь, 00, Чп> М 
时 有 
IL. Сах), х) E et, eint Hen- de xD Fn, 
ЖШ 3381,33, Же, 0, ЕЕ N, ао Ух. € (—6ь, 00, H n>N Ж 
IL, Сах) х) lec уро) а, 


7e;n^!,x,*cin 


XH 9| 884,33, Хіс, I OTETEIE BEEN. a0 使 得 对 每 7 n2 NT x Eldo дь) ЮЙ 
物 线 族 
Q.(x, у)=а(х—у)*+4(у)(х—у)+{.(у), 
具有 如 下 性 质 ， 当 xE( 一 1，1) Жу—х.| «сп, A 
9.(х, y)>t.(x). 
因此 对 Ix, — yl &cin "BIB y 有 
Lalfas y)-f.G)&€L. (Q.Goy) у) —Q.(y,y) 
KaL, ((x—y)*, y) *O(lei-L.Cei) 1cc8,,89) 


*O(le.-L.COl oca, 3) 


SaL. ((x—y)*5 у) to(n7?). 
其 中 利用 {Lu} sek C705 8) 上 是 最 优 的 条 件 。 由 于 a<0， 故 得 
IL. G2 flog 


-ein^x,*eun^!) 


> lal IL, CCr-y)*, y) ср. их, +о(п^) 
Ë". п} 


从 而 有 
пес, в Пар, e, 1) 


> lallL, (@а—у)', Picy,- ез| +о(п^*) 
РУ, 


0х, 
л 


> laj с: 1х1) *n7-Eo(273)2 Ja] ca(1— 03)? n7: o(n72) 
可 见 。 
пар сс, a y t o(n72) 
因而 定理 证 毕 。 
由 定理 4.47 推 出 如 下 结果 。 。 
推论 4.28 设 {L。} ex 是 C( 一 1，1) 上 正 乡 项 式 算 于 列 ， 且 在 [一 1,，1) 上 是 最 
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优 的 ， 则 (т. } scx 在 C( 一 1，1) 上 关于 阶 {n-: ) 是 饱和 的 。 

证 明 由 于 {L。} sex 在 [一 J，1) 上 是 最 优 的 ， 所 以 对 每 个 6E(0，1)， 在 〔 一 5， 
д) Бал, М 由 定理 4.47 导出 ， 设 fEC( 一 1，1)， 则 上 E 一 Le(t)ic: -一 
o(n72) 当 且 仅 当 f 在 【一 1，1] 上 是 线性 的 ， 即 小 e 物 和 条 件 成 立 ， 其 次 ， 由 于 对 每 个 
f'C€Lipl, #1 „(@)—{Їст-1э›=О(а7*), TRK 0 饱和 条 件 也 成 立 。 证 毕 
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设 {L。)} „єн Æ L,(a, b) (1<р< +оо) Я] L,Co, d) 内 的 正 线性 算 子 列 ， 其 中 
一 co<a<e<d<b 芝 十 co， 若 存在 bs 一 0*(n 一 十 co) 和 平凡 类 T(L。) 使 得 对 fE Lla, DH 
It—L.G)l us: e эа›=о(и,„) 
当 且 仅 当 fET(L,)， 则 说 {L。}) sent Се, а) 上 关于 阶 (Ha } 是 L。 局 部 小 o 饱 和 的 。 
特别 地 ， 若 Со, а]==(а, b), W CL.) „єн XF {hs。} 是 Ls 小 o 饱 和 的 。 这 是 本 节 要 讨 
论 的 第 一 个 问题 。 
0, WXEL (a, Ы 
11.0001. 7004) 
的 充分 和 必要 条 件 ， 通 常 称 这 类 问题 为 Ls 的 大 0 饱和 问题 。 
XFL, 空间 正 线性 算 子 逼近 的 饱和 理论 的 研究 是 最 近 十 年 出 现 和 发 展 的 ,1978 年 V。 
Maier 首 先 讨论 Le 饱和 问题 ， 其 思想 方法 是 利用 Voronovskaja HERR, Ж X L, f W 
类 所 应 满足 的 积分 方程 ， 然 后 由 积分 方程 的 解 揭示 了 饱和 类 的 特征 。 


5. т 正 代数 卷 积 算 子 列 的 L, 局 部 饱和 定理 
W (Н.С) } Cons r) 上 非 负 、 偶 的 连续 函数 列 且 适 合 如 下 条 件 ; 


j H.(Odt=1 (5.1) 
-r 
r 
Í teHa(t)dt 一 ha 一 0 (nte), (5.2) 
xi 
和 
r 
Í ин.(дё=о(и. 2) (2. 3) 


r 
又 设 I=(0，r)， 对 每 个 hEN, t€: ,G) Cip bo) fü x €(6 ry + 


KG, = ['rcon.G-& (5. 4) 


明显 地 ，K,。 ELO 到 自身 内 的 正 线 性 算 子 。 
394 


顾及 到 定理 4.44 定 义 的 算 子 A。， 作为 由 ( 5，4 ) 定义 的 正 代数 卷 积 算 子 的 特 例 ， 引 


入 如 下 的 Bojanic 一 DeVore 算 子 K:: 对 每 个 hEN, fEL; [0 1) (1<p<+co ) 和 
ХЕ, 1) 有 


ка, x)= :DG 一 ad 


由 定理 4,44 可 见 ， 非 负 、 偶 连续 函数 列 { 43(t) } 适合 条 件 ( 5。1 ) 一 (5。3 ) № 


1 


[гда , 


1 


m= j 1* 4(0dt-0(n72), 


E 


1 


| #41(Оа=о(п““). 


a 
为 建立 ( K.) ,ew 的 L, 饱 和 定理 ， 需 要 如 下 引 理 。 
51384.34 对 nEN 成 立 如 下 的 结论 

DX x€(, r) 有 


r 
Jn. G3 ks <, (5. 5) 
11) 3} tE r) 有 
Joni. (5. 6) 
° 
111) 对 0<6<x<r 一 5<r 有 
IK, ( (t—x), х) | =0(и.) (5.7) 
iv) 对 0<6<xs<<r 一 5<r 有 
ІК. (ео х)—1|=О(и„) (5. 8) 
у) Жї x€(o, r) 有 
IK, ( (t—x)?, x)| n, (5. 9) 
m 
KClt—xl, x)<u2, (5.10) 


vi) Ж к=0, 1 有 
5 є 
IK Ce) 7 eius io нео (и!) (5.11) 
证 明 i) х} хЄ(0, r) 有 


т т 
Kaleo = |н, а-юа< | n.Gy71. 
" -r 
11) 对 tE(0，r] ， 有 


н.(у)ау<1. 
+ 


t 一 


a= f 
. 
Ир) 由 于 H.(O YE (—r, r) 上 是 偶 的 ， 所 以 对 0C<56<x<r 一 5<r， 有 
к. (GoO，x)1=| fan. аа 
| 


Е уно < 


(5. 7) 证 得 
Ту) &хЕ (0, т), WA 


Kaleo ют ( fÉ 


sace (Ino) 
x ы 
若 0C6<x<r 一 5<r， 则 有 
r 
|к.(е., х-1|< | ena s 
-r 


(5. 8) 成 立 。 
v) (5, 9) 成 立 是 明显 的 ， 而 ( 5.10 ) 由 Schwarz 不 等 式 和 ( 5, 9 ) 导出 。 


vi) 由 于 对 xE r) 有 
|к.‹—х, х) |=] |'«—юн.@—в|=| | нов 
D -х 


因此 当 0«3« 5 ht, H (5. 7) 导出 
у 

d 

| 


DU TELE 得 到 


ках аку Fab er 


(Г K.G—x, x| ax) =o(u.2) (5.12) 
Хин. 是 偶 的 ， 由 (5. 5) 和 (5. 8) 导出 
Iks(eo) 一 ov<( а-к, хх)" 
° - 
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ME р Hs(t)dtdx + (“+ |, › M H.COdtdx y 


он t r r + 
<[+ Гло Гаа но NC 
选取 6=h。 得 到 
1к. Cs) ей 0 (n, **) 
ЯН (5.12 ) 导出 
IK. Cei) eil 0 (u.27) 


证 毕 。 
 о<а<а, b <<, № 


0, Е (а, b) 
sos «фа, b), 


5184.35 若 rC L,(0, r) Cip +оо), ， 则 当 n 一 十 coe 时 有 
ТК. С), (а, ль 905) (5.13) 


证 明 首先 设 p=1， 我 们 有 


bi r 
йк! tao) |. |] «О Он.(‹—›)@|чх 
a, ° 
bi 
< соко | f Harat 
° a, 
| bi 
IIR CI ан-@-юах) 
НР 1 (а, b) HixC(a;, bi) 时 ， 则 lt 一 x| >min ( ai 一 a，b 一 bi ) 50, Я 
bi Š bi-t 
tE (a,b) J Taoa Eh) NE 


MC on») ML 


故 得 j E 
IK GDl zy, c, 70022 (пә +оо). 
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其 次 ， 设 1<p<+eo，xE (at bi) 和 лы 利用 Holder 不 等 式 及 (5.5 ) 
得 到 
IK. xt OL (s. x) (Ks Gltl ts 0) 
ЯГ 


， 
(кх! x Sup K.(x, x) $) 
L,(a, b « EIL | 


/ gr (b 
` š f NS ItCOL PH. (= х) dxdt y 


E E sup b < „L 
(Ee е o fp eeoa” Go 
ШЕЯ хе (аз, bi) 和 6=min (a1 一 4, b—bi ) 有 


KG, x)= f'scon. c9 


ір" * А 
< Ko H, (t—x)dt=0 (H. *) 
和 对 сф (а, E 


b; 1 ff 
| н.а | @а—х)*н.(‹—-х)4х=о(и?.) 
а, D 


所 以 由 (5.14 ) 导出 
А а. 
IK GEL a оь) 11,00,07 о(и.*)о(и„”) 


= Му co, 903) 790) (n2 +), 


РНЕ, 
设 0<a<b<r, № 


иа, b)= (flf C (0, r) Bf’ ЄАС(а, b), 1" ЄТ: (а» b)) 


现在 建立 正 代数 卷 积 算 子 列 饱和 类 的 正定 理 。 
定理 4.48 ( Swetits 一 Wood ) 设 fEL5(0, r)( 1<p< +оо) fü 9 aca, bi <b < 
т, AT 


DEfCLiG, b) (1<р<+), WA 
IK.) 7 fl, ,ca ,b1) 70002 (5.15) 
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zu 


i)fi'€By(a, b), WH 


1,0) lp Ca,，b 700) (5.16) 
iii) 若 在 (a, b) 上 是 线性 的 ， 则 有 
КОИ suu ymo)  (n—+=), (5.17) 


其 中 1<}р<+ оо, 
证 明 记 (=al), МН 
IK.() 7p а, о ИО ce y IKGa) mil ab) (5.18) 


由 引 理 4.35 有 
IK GI, оса оь) 7902 (п +), (5.19) 


现 设 fELi(a，b] ， 则 有 
IK. (Се) GiDGO» x) Tp sei) 


E 
-«( [| J Geo ro). c-9de)* * 
а: а 


+( [исо Гао) 


+( [ор Kua) . 


XP Est KUG Bi 8, ШЗ и—х|>б=тїп(а!—а, b—bi)2>0, Bi D H Ж 
(5. 2 ) 和 (5。3 ) 导出 最 后 两 项 是 0(h。) ( noo ) .利用 Taylor 公式 


10-169 одах f Gr" Gi 
x 
ins Rag 
bi, çb "m 
Сосна) 
а 


а: 
bi, (b, (t * 1 
* (t—u)t”(u)du)H.(1—x)dt} dx ) >, 
"ИШК u)t"Cu)du)H. (t {| x) 
ЖЛ! Co. 2), (5. 3), (5. т) 得 到 
bi, (b xta 
| j | j е (x)(t=x)H.(t—x)dx| ах|>` 
ai a 
, (i wo 
ES MATT NI fG- on. -oa]'ad? 
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“жеи ctf JE |= -J Ja- юн. ш] аж 


sup lf (x)| IK (Tx. x1 +о(и„) 
хељ) Lalai bi) 
-o(u.). 
又 用 


O”, x)= sup A "(ld ха, 
Е (a,b) tX 
tx 


ER ЧЕХ 点 的 {1rdy 一 ,ittiew331 КЖД, i Hardy 极 大 不 等 式 导出 
У, Саъ) ЗА, a,b) 


其 中 Ао =. 因而 有 


( К [({[(-огсовдн.—а|'вх) а 
<( p loce ool Cf" Goos)'ax) * 
а: 


< sup qi Сах) (х) а) 0L, ce) 


x€ (а, 6, 
b 
Ally ta, CN з Cf 679.6720) 
=0(и.). 
因此 得 到 
=0(#.) (5.20) 
注意 到 


Ри (а, ,bi) 


< [e (ci 7 G0 G2» | дань + Оке d, i 


њ (5.20) fl(5, 8) 导出 
ТКС) ака, y 70082 


Aiii (5.18) Ж (5.19) 导出 (5.15 ) ， 即 i 的 断言 得 证 。 
现在 证 明 и), ##р=1, 1’ CBv(a, b), WXix, tC(a, b) 有 


О) G)(-x) [` Cuar (u) 
і) 的 证 明 可 见 ， 我 们 仅 需 证 明 
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t 
IK. (5C) | адан (u), x) гавар 7909 Lu 
E x 
由 于 对 固定 4>0， 我 们 有 ; 
b 
| | [Gor os coo | 
ax 


` b t 
< ficii Goo [веба 
а х 


lt-xl 
= 了 —хїн,(ї—х)| | e at’ (y+x)|at 
a 0 


Sd (5.21) 
< E 130), B 
j=0 
其 中 
lt 一 xl 
LiG0- | lt—x|H,(t—x) j at^ Grey) at 
js< I7 xl <(i+1)ó 
明显 地 ， 有 
(j*1)6 
ONKS, х) f, ак 
其 中 


Su(6,x)= | lt 一 xl| H。(t 一 x)dt 
јд Iexl «G8 


下 面 估计 Sw(6，x)， 当 j 二 0 时， 我 们 有 


S4, x)= | lt 一 x| H.(t—x)dt 
0x lt 一 xl| <ó 


INS 


Sui(6,x)<, (c—3)* Hi G7 x)dt 


d z 
GO js<lt 一 xl<(Gi+1)5 
1 С кз; 
О] 
因此 由 ( 5.21) 导 出 


ы; 


š ç ru 
ПИ! Сш) Он, а-а < x 16) 
: j=0 


ee G+) 
laf е У) 


' 
«o f ia Get To@D X ys] 
对 上 式 关于 x 积分 并 注意 到 
bi 9+0 
MM Tavia 
| 


我 们 得 到 
к. NS o M 


TNNT 
«Pros uas Haee (Ее р 


m 6 一 hs 二 导出 


t 
Kleo f ааб, Oo 7002 


最 后 证 明 iii), ЗЕЕ ELCO, г) (1<р<+°), HYE Ca, b) 上 是 线性 й, ЖЛ 
(5. 7) 和 ( 5。8 ) 和 引 理 4.35 中 的 估计 (5.13 ) ， 导 出 ( 5.17 ) ， 证 毕 。 

接着 讨论 定理 4.48 的 逆 合 题 ， 从 而 建立 正 代数 卷 积 算 子 列 {K。} „єх 的 Ls 局 部 饱和 
定理 . 设 0<a<b<r, 记 


Ca, )={#ЄС! (а, b) H #(а)=9/(а)=9”(а)=ў(ъ)=9'(ьЬ)=9”(ь)=0}. 


对 f ELo(0，r)(p 之 1) 和 ECi(a,b)】 引 入 双 线性 泛 函 


A« e [ (ка, х) 10) ) 90да, 
EA. n 


我 们 有 
引 理 4.36 对 每 个 固定 的 ECi(a,b)，{ As(*,) ) 在 La(0,r] 上 是 一 致 有 界 的 ， 
ШАРЕ ELCO, г) ( 1 p-Foo ) 有 


ГА, $) SM lfl» (5.22) 
其 中 M4 是 与 na，f 无 关 的 正常 数 。 
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证 明 对 BE Cia, Ы) 89 (х) =0Сх Фа, bl), Ш#ЄСЇ[0, rl, Нлїх@Га› b] 
Ж%(х)=%9/(х)=0, РИЯ 
b r т 
| к.а, хд#б)ах= [нсә [сон вах 
а 


€ т 
= Í. Ко) fs Gon. Gi axat 


对 x，tE [0，r]， 由 Taylor 公 式 有 
эб) 9C) 9 (Yo 0 GL: 
其 中 nl 是 x 和 t 之 间 的 数 ， 因 而 有 
| 
= [ио +оо] нова + row оон ака 
fao fore Goo axe 


Gr, eur, 
利用 (5，1) 我 们 有 


^7 ose) Saua 


= J roroa- fco co f.d 
° ° AE 


r. r 
一 6) Í Ha(u) dudt 

t 

注意 到 ， 当 t 生 [a，b] 时 ， 有 y(t)=0， 因 此 由 (5，2) 和 (5，3) 导 出 


r r b 
ожсо Гадаа |-| f коз) f^. cosa: 
b 
«i| [ козо Газ, оаза 
<, ы ВСС: є шн) 
те, s] PO Ga] utra au) о, r] 
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=o(uj1?Í сга, plflr,ro, т], 
类 似 地 有 


| Го» | 


ES 
н даза | ое ста, ъй, го, r) 


r 


因而 有 
i 
n- Jioscoaceo sl ers, blr ro, 1. 
Хит’; b])， 通 过 类 似 的 计算 导出 
n- J iov co ГЃо-он.а- аа 
. А 
Зои cra, ыо, г], 
而 由 (5，2) 导 出 


"ME B 
а |] 0 | »'CO0(x-0*n.G— xdi 
Ist "EK foro (t 一 x)dxdt| 
т 
Усы, Eton f 70.672251 1400, г] 


1 tyr 
Sar leia ьт to, r] 
Jblei-lG«pcte). ити, HELLO r) f 


b 
л. эл С 
Lal За 


1 r 
«in Jircovcoac + іш + ы) 


ЗМ, ro, r] 


其 中 Ms 是 与 "、f 无 关 的 正 数 ， 证 毕 。 
根据 引 理 4.36 可 以 证 明 如 下 定理 。 
定理 4.49(Wood 一 Swetits) 设 0<a<b<r 和 fELs[0，r]， 我 们 有 


D 著 1Ks( 旨 一 [ab 一 0O(4s)(GLSp< 十 co)， 则 对 p>1 有 fE Га, bl, 而 对 
p-Vfit' €BV[a, b]. 


DEKO fl, fa, ymo) «p bon), диа, bLEJEUERT, 
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证 明 由 条 件 (5，1)、(5，2) 和 (5，3)， 应 用 Vonorovskaja 渐 近 关系 导出 ， 对 
ғЄС:а, ЫЖ 


Lim (К. х) О) =" О) (5, 23) 
assir 2 
在 [a，b] 上 一 致 成 立 ， 因 此 对 ECifa，b] 和 fEC?[0,r] 有 


b 
Lim A(t =E | t'COsGOax 
^а 


п-+0о 


将 上 式 右 端 分 部 积分 两 次 ， 并 注意 到 EC3[a，b] 得 到 


1 b 
Lim A«(f, »=1f tGO9" GOdx (5, 24) 
a 


了 一 co 2 


由 于 对 固定 的 %ECi[a，b]， 泛 函 序 列 { As("， $} 在 Le[0，r] 上 是 一 致 有 界 的 ， 以 
及 C:[0，zr] 在 Le[0，z] 内 稠密 ， 所 以 由 (5，24) 导 出 ， 对 斗 fELs[0，r] 有 


1 fb 
Lim A«(5 9) 1 | zGO97GOax, 
a 


mn 一 co 


现在 固定 (ETs[0，z] 且 1K。( 介 一 和 Lu[a，b] 一 0O(4a)(1SpP< 十 co)。 考查 线性 泛 函 序 
Я (А.С ')}， 记 
h(x) =E x)— f(x) 
Ha 


WN ЄС а, bli 


b 
ма, = | (x.t 39 16)9GDax 
ua 


b 
=f ha(x)ý(x)dx (5, 25) 
a 


ЧЫ, ta, ъ)=0000<р<+о), BD, эЧ р>1 RSH E, EFA 
(n) RIbEL la, БЫ EC a, ЫТ 


b 
Des As »=f h(x)0(x)ax (5.28) 
а 


而 当 p 一 1 时 ， 由 Helly 一 Bary 选 择 原理 ， 存 在 子 列 { п, } 和 hE BV[ayb] 使 对 ”ECa[a，b] 
有 


b 
En вн, $= | рода) (5, 27) 
a 
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因而 出 (5，24) 和 (5，27) 得 到 如 下 积分 方程 ， 对 艺 $ECi[a，b] 有 


b 
ь | водубдах (p>D: 
lico] `* (5, 28) ` 
d. | f* )ah(x) (р=1) 
х. х. = . 
| а É 
明显 地 ， 方 程 (5，28) 的 一 个 特 解 是 
£ 
| Г h(u)dud£ (р>1), 
1 а, "^m 
q500 К 
Г! dh(u)as (р=1). 
nn 
而 齐 次 方程 
b 
[сове дахо 
а 


的 通 解 为 f(x)=C1¥ 十 C(x E[a，b]), 因 为 EC3[a，b] 是 任意 的 。 

这 样 车 f ELo[0,r] 且 1K。(f) 一 人 ,二 O《4.), 则 fx) 二 Cyx 十 Cs 十 fo(x), 因 而 , 当 p>1 时 
有 f EL;[a，b], 当 p==1 时 有 f EBV[a，b]， 即 1) 的 断言 得 证 。 

0, HELLO, r]JB.It—K.(D)l,=o(u.)0<p<+eo), W 


1 b 
AEDI < [кф ху водах 
и. а 


BODI А» 
«(ар О EIKO- ды, gu, 
其 中 Ay>0 是 与 无 关 的 正 数 ， 因 而 有 


Lim A.(t,y)=0 (5, 29) 
因此 由 (5，24) 和 (5，29) 得 到 

1 b " 

L NO Codx=o， 


所 以 { 在 La，b] 上 是 线性 的 。 证 毕 
结 台 定理 4。48 和 定理 4。49 得 到 正 代数 卷 积 算 子 列 {K。 } ex 的 Le 局 部 饱和 定理 。 
定理 4。50” 设 0<a<<b<r 和 f EL,[0，r]， 我 们 有 
Пир +, НИК (О-ВА fa, b] (a )(5—se), 5 C а, В. 
是 线性 的 。 
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"DI pe +, ВИК.) fly fa, m OC) 3 НН EL Cab], 


"03$p—1, ИК.) — ч, la, ь}^0(и-),›4 Ни" Євү[а, b]. 
特别 地 ， 有 
推论 4，29 设 0<a<<b<r， 则 正 代数 卷 积 算 子 列 GR) NITE Brita.) 
和 平凡 类 T(Ks)= { 1 在 [a，b] 上 是 线性 的 ) 是 Le(1<p< 十 co) 局 部 侈 和 的 。 
5。2 Kantorovicn 漠 算 子 列 交 Lp 他 和 定理 
和 当先 讨论 Kantorovich-Bernstein 竺 子 列 {P。} sex 的 Le 饱和 问题 。 对 nEN 及 f6E 
110, 1] РОЯ 
ас, ktl 
Р. x)=(n+1) E (fot f(Ddt)o G2: хЄГө, 11, 
E70 iei 
Jopa (к) = (В) аа ~ х) К, ig 
U,— {h| h€L,[0, 1], в(о)=ва)=о, НВ’ Є1,10, 1)(р>1) 
ВЕВУГО, 1](р=1) }, 


5,= { 11161,10, 1)B4gien CU Є (0，1) 及 常数 C 使 得 


=с+ 人 ha) 
ї(х©)=с+ ача n2 }, 


为 建立 CP.) secx 的 T* 饱 和 定理 ， 乱 要 如 下 引 理 


984.37 pl L—1- 1, WB 
Dx (Р. x) -Inx) 00-17), (5, 30) 


пах) (PUn (179, x)—InG(—x))I,=o(@m+”), 


ipea, (S, 30) 成 立 已 在 第 二 章 $ 2"2 中 例 1 证实。 过 此 只 需 ЖЕЙ, Ш 
D 一 十 co 时 (5.20) 也 成 立 , 然 后 用 Riesz-Thorin 插 补 定型 导 出 ， жасты 30) 也 成 立 。 
由 第 一 章 82.2 例 1 的 证 明 我 们 有 


xrm 
JA 


[Pant x)—Inx| <G—x)* Beim СКО +£ G05 
k=n+1 К 
和 


|. <t-m( +) ed 


hal Sat Е ' 


故 得 A 
1n=1xpa(x) ` 
БОР, nt 3) Гах) <x(1—x)*++ nonu. 
k=1 
1 plong p zG—)* 
tti ES EE © з) 
由 于 
=ха- ЕАН 
SJ sex 9| x-gh EFi СЕН 
故 有 


$ ка 1 "n 
вен к SAEF. 
又 因为 当 1<k<n 一 1 时 有 
a ру арене 
Е (1-х) = хк (1 一 x) 15 - ern 
于 是 对 确定 的 k 利 用 Stirling 公 式 得 到 
ОНЧИ 
хра (p ED GB | 
ki A 
= lk кг i 
org кт)=о Ti), C 


所 以 有 


== $. 
"Exp. (x) =o( 1 "E 二 )=o(_L ). 
kzi К ala, £ nti 


因此 由 (5,31) 导 出 
meto lEn х) ах) |02) 
证 毕 。 
由 (5,30) 直 接 导 出 - 
#04. 30 设 g(t)=int 一 1n(1 一 t), 则 有 
Коа) (0 х) 8С) 0+0") (5,32) 
ilf. 
pilo 
5184.38. Sf€S poo), Bt ELO, 1), ^ / 
4 


证 明 [Ж ТЄ5,(1<р<+о°), S AFERE L C0, 1] h(0) (1) 0H" €L,[0,1] 
使 得 一 


h(u) 
К) =с+ [ea Er 


因此 有 


ra= 2-1 1 Г м ааа Е xf. h' (u)du (5,33) 
利用 Hardy 极 大 不 等 式 ， 由 (5,33) 导 出 ， 对 p>>1 有 
ИЛ, ЗАВ” до, yt 
ерл, = P. Е 
3184.39 BfCS,(p21), WX n€ Ni 
+D x) (P.C 307 8G X, 


(als (1<p<+c)， 
SO ках (р=1). 
证 明 首先 设 p>>1， 由 引 理 4，38 有 f ELs[0，1] 所 以 有 


(5, 34) 


Пес) О) (Р.в 30862 )lz, to,1] 


<\х@а—х) (Р. 08) в) M ly ге, 1) 
其 次 ， 设 p 一 1， 则 有 
а= х) (x) (P.(g, x) 7860 1, 


<llxG—x)t'(x)| Ç P.(g, х) (х) l, 
因此 由 推论 4.30 导 出 


Cat аху (Pe 600)! «c. IT^ 21), 


Ix(1—30t'loo (р=1), 
其 中 C* 是 正常 数 。 证 毕 
引 理 4.40 若 h€ BV[0,1]， 则 对 nEN 有 


x 
(а+1)1Р.( | GsG2—s(O)an(u), ә, < hie (5.35) 
t 
证 明 gn-(t, ERD л (Озю Банн, + 


п 
K,(t x)= E (n+1)xı (p. (x) 
k=0 
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IPG m hk GAD FREUD 7 
g(u)—8(0)= mL» 

Wb. "Pu, € [0，1] 时 有 
sgn(u—t)(g(u) —2(0)70. 

两 次 应 用 Fubini 定 理 得 到 


x 
| le Eea x)|ax 


ч х х 
<| [w с 60780) нб) вых 


1e +] I j E »( [асо вод) lah(u?] ) асах 
<] { J fie x)(g(u)—g(O)dtdx+ 
‚© 


е 
+ fie oO sais } мъ) 
0 


° 
à кэ» 


ГО к.» DEd 


. uo 


+ ро каб ко в) адак) 


由 于 I 
Г P.((s(0)—8(0) , x INCOLE 
pc 
| 9 (6270) 3)ox- — Гов) 7a. x) 
+ [f eww 
aoa 
А g(u) —8(х))* dx 
于 是 
х 
lp. ( | eea, oO) 
: | 
«аков? ice [PEO 04x } абы) 
eUa À 
= f {- KG x)- (80а) -8G2) )ax-- 
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+ COE х)ах } вы) 


' : 
-П fie. -sO)ax| ак). с} (5. 38) 
А 


利用 推论 4。30 导 出 ， 对 uE (о, DA 
* . 
| f, «es x)—sGO)ax|< | Рив, вах 
° 


因此 由 (5.36) 得 到 
Ср, S eD- ON 


«ci | ааа, 
К 


黄 中 C1 是 与 无 关 的 正 数 。 证 毕 
3081.41 #55” ELco[0、1]， 则 对 nE n fi 


нор, f (eG) вв Caer, а) Seele o En 
t 
证 明 与 引 再 4.4 MEHR, RI 


x 
EKC ORE OLEOLE] 
t 
=| к. о faco-scon conse 
0 t 
' è ; 
+ | Kales о f 000 98 Cu) aadt| 
x x 
> х 
«тт Í к. x) | Get) Gon 
o t 
=e f к. 3) хааа) 750791 Ja 


19/15 ( xtfax- P dnt, ах) - P790, 91} 


= 1 10((п+1)- 2), 
其 中 利用 了 引 理 4.37 中 的 (5.30)。 证 毕 
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由 引 理 4.40 和 引 理 4.41， 应 用 Riesz-Thorin 插 补 定理 得 到 
推论 4.31 #h 61,10, 1](1<р<+оо), Ж 


х 
Dp ( | (еба) GB Gau, x)Il «ciet» 
t 


其 中 Co 是正 常数 。 

现在 我 们 建立 {P。}】 sex 的 Ls 饱和 正定 理 及 等 价 定理 ， 这 是 V。Maier 和 S,。 D. Rie- 
menschneider 得 到 的 。 

定理 4.51 #9Є5,(1<р<+оо), WA 
[it b+ x(x) l>  (1<p< +°) 


(DIPL ISO рее аен (P=, 
RH «pe Hoi 


IP.(0—11,- (00-79). (5.38) 
证 明 WALESIS), MURY tE ПЖ 


— t) = {hao (в), 
00—660) (ауе Тасе 


t 
- | hlu) du 
а-а 


其 中 8&€ (0，1)。 明 显 地 有 hx) =х(1— х) (х) (а, е). i&g(0Int-In(1—0, ЙГ 


00-100 = (869 dum Гоа) 80) 
| x . 


воа) 01 Јао) аво) 
x 


а ово воот аа вата r^ Q1. 
t 


于 是 
Po(f, x)—t(x)=x(1—x)t'(x)(P.(g, x)—s(x))+ 


+P.( [або ааа аро, х) 


因而 
IP. CO 7 tl oS lx(1— x)f’ GOCP (в x) — GOL + 


x 
яр. f ео васи 0), x), 
t 
推 由 论 4.31 和 引 理 4.39 得 到 
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Гета) Gl CL<p<+ о), 


+01208 "Sas ru а)» (p51). 


证 明 完毕 。 
对 f ELo[0，1](p 之 1) 和 WEC*[0，1] ， 引 入 双 线性 泛 函 ， 


Alt, $)=2n | (P.G, х) 1G) GOds. 


我 们 有 
引 理 4.42 ”对 每 个 固定 的 5EC:[0，1]，{ A(*，#%) } 在 Lo[0，1] 上 是 一 致 有 界 的 。 
准确 地 说 ， 对 YfELs[0，1](p>1) 和 nEN， 有 
ГА. (в, 9)I «21tl 1970-21971) (5.39) 
z k КИ 
ши gne- КЕ!) nen 由 于 
' 
J оода р 
我 们 有 


f p.e, өбден Е [| (да: [| COGO 9 Gp. Gd 
П kz07Ii . 


n 
+ EG) | а 
k=0 Ik 
因而 


A.G, WD=2n(ntD) 三 | ков | GG 9G G2 pA Св 
к=0° I; . 


+2nat+ DE Í| ков | wGOG-—zpaG0+ 
k-0*I o 


+25 | (GO -Pax 
к= 071. 


由 于 
{19#(х)—9(ш)1 &I9'1os lx 一 za 


ВС) Ga) (x—z) < 21971 (ха) 
取 zi= КЄ, 我 人 有 


n £ . 
la. #)1<п(а+1)9#'1— E )1d 一 上 ) p。 
n(n MER f, e DAC к) p.i(x)dx 


аз 


п 1 . 
(к _к 
ОАО f, iren «| Tc к) одах 


+з E fo од ах (5.40) 
k-o^n n 
利用 Beta 函 数 得 到 
К -5 paGOax=(DBG+3, а-к+1)—2Е(в(к+, n—k+1) 
«(E (Bc, n—k+1)<— 


LERS х К)р 0) -30—9 460, эя 


| ] 6 Doecoa-I- J C9» aco 


iG» 


=| бе Xp, x(x)dx| о. 


WixIx€n, + 


因此 由 (5.40 导 出 
lA.(t, %)| 219" oo 10 +41% Loo Dl i2 It Eo CE 9" [со 2 19" 15525 
即 (5.39) 成 立 ， 证 毕 
现在 可 以 建立 L* 饱 和 的 等 价 定理 ,， 
定理 4.52 讽 fEL*[0，1](p>>1)， 则 有 
DIESs(p>1) 当 且 仅 当 
IP.(t)—tl;,=O((n+1)-!), 
U)IP,G)— t] =o((n+1)-')(n—eo), 4 Н{ДЩ{=сопв, 
证 明 由 定理 4.51， 我 们 仅 需 证 明 ， 若 对 p>>1 有 
IP.(t)—t|,=O((n+1))-:) 
则 必 有 fES。， 事 实 上 ， 由 Voronovskaja 浙 近 关 系 导出 ， 对 fEC:[0，1]， 极 限 
Lim 2n(P.(t; х)—{(х))=(х(1—х):/(х))” 


n-oo 


在 [0，1] 上 一 至 成 立 ， 因 此 对 上 EC*[0，1] 和 f EC:[0,，1] 有 


n-oo 


Lim A.(t; #)= | Ох) О) вах (5.41) 
ç 


182r i 8L PES 
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1 
Lim А, 9) = | бокал GOY'àx 


n-co » 

HiFCHO, 1JEL,[0, 18880 (A. C, 9) ) 1..0, 11E— EGRE, Bi DL Banach 

-Steinhaus Е ЕН, (5.41) MACELLO, 11(p>1R3r, 

30—270, энер о, п] BIB. (г) -Нь=0((а+1)-"), ЖЕНЯ CA (522) ， 

- Е 
В.(х)=2п(Р.(1, x)—t(x)), 

ЯХНЕЖУ ECO, 1A 


1 


Alt, $= | ъ.бдзбдах. (5.42) 


Щр>1{, шавИь=о0(), ВЕРХНЕЕ НЕЕ (n) 和 hEL*[0，1]， 使 得 对 
YEC:[0,1] 有 


Lim Aui(fy »- | һ(х)ў(х)ах (5.43) 


тоо о 


М 24р= 18}, 1НеПу-Вагуй 8, {EWEFA { п, } 和 h € BV[0,1) (ttf); v.» €C'(0, 
ж 

Lim As (t, #)= | $x)ahCx) (5.44) 

j= co б 


因 面 出 (5.4i)、(5.43) 和 (5.44) 得 到 如 下 积分 方程 ,对 类 Ec*[0，1] 有 
mi 
| эодьбдах (>D， 


| годва-юв е) 1 
Š |] counco Ф=1). 
为 解 此 积分 ， 首 先 求解 如 下 齐 次 方程 : 对 YY EC*[0，1] 


TS aD одао, 


' 
[| :69(0—29962-xa—39969)ax-0. (5.45) 
UU С) 二 x， 导 出 


| f(x)(1—2x)dx=0 


x 
об) = NOS го (0) - G(1) =0. FE i4 BUM SI 


р 
| гбда—09^бдах= | +’ даос 
0° 0° 


=- f sca. 
于 是 由 (5.45) 导 出 | 
J G0 66)) yar, 
天 为 WE Ct[0，1!] 是 任意 的 ， 记 以 有 
об)= frio здае но), (a, 9. 


或 

(1 一 2x)f(x) 一 x(1 一 xz)f"(x) 十 (1 一 2x)f(x) (a. е), 
即 f"(x)=0(a，e)。 因 此 齐 次 方程 的 通 解 为 

f(x) 二 c( 常 数 ) (а, e). 


田 直 接 计算 可 知 
| fo оаа (2>0, 
fo(x)= A 
x 
| f ise (=), 


为 非 齐 次 方程 的 解 ， 其 中 #E (0，1) ， 记 
Í et 

жу! f'acoos Ф>1), 

a(o Ф=1). 


则 有 H(0)=H(1)=0 且 当 p>1 时 H’ ELs[0，1]， 而 当 p=1 时 HEBV [0，1]。 因 此 积分 方 
程 (5.45) 的 通 解 


х 


t(x)=c+ Г 
即 1) 得 证 。 
ЗЕН). #96110, 11(р>1) 8 
1р, (0) —1=0((1+1)7 1), 
WixPvéc€c*to 11# 
Lim A,(t, $)=0, 


n-oo 


因而 得 到 齐 次 积分 方程 


HQ). 
1-0“ ES» 
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' 
f 1606-729 оо 


故 其 通 解 为 
f(x) 一 c( 常 数 ) (а, е). 
证 毕 
特别 有 
推论 #4.32 ”Kantorovich 一 Bernstein 算 子 列 {P。} ,ex 在 Lo[0，1] 上 关于 阶 {n'} 和 
平凡 类 T(P,) = { сіс Ж ) 是 Ls(p 之 1) 饱 和 的 。 
. 其次， 讨论 Kantorovich 一 Sz6sz 一 Miraklan 算 子 列 { 5+ } .es 的 Lo 饱和 问题 对 t € 


Lo[0， +е°)(р>1)ЯйлЄ N, 4 
э, 


Sip xen (| Ова x€[0, =) 
k=0 dE 


днка) етее ОХ, 


由 于 对 xE[0，co) 有 
$, =, S» х) 


5:((и—х)', x)= gg FO, Y 
Si(t—3)*, x)=0(n`2), 
Ж iH Taylor Т ФЯ Уогопоуѕкајай Ж. 0061,10, оо) ПС*[0, co), W 
Lim 21(5:06 x)—tG0))=(xt'(x))” (5.46) 
在 [0，co) 内 闭 一 致 成 立 。 
用 Ci[0，co) 表 示 %EC:[0，co) 且 支柱 Suppy 为 [0，c) 内 致密 集 的 全 He, x rC 


L*[0，co) 和 %E Ci[0，co) 引 入 双 线 性 泛 函 ; 


A(t $)=2n f вго, 3) 160)? GOdx (5.41) 
我 们 有 
31584.43 ”对 确定 的 %E Ci[0，co)， 存 在 正常 数 My 使 得 对 YfELv*[0，co) 和 nE N 有 
А.О PI Ms itl». (5.48) 
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证 明 首先 设 %E Ci[0，co) 且 SuppyC[0，A]， 又 设 fELs[0，co) 且 对 xy>2A 时 
10) =0, јац= | k E, 2=%, 则 有 


Ве в. 
2nA оо 
A.G, D= E (Í ra). P-P- GO(x—2))s «да 
kz0 7 Ik 0 


2nA oo 
em E Í QOO j, 9! (т›)(х—жь»)з„1(х)йх 


2nA p 
+m X оса) 9) Сах 


к=0 I 
注意 到 
П) ак) GO 201 LE lo (к 240)? 
IéG)—9 GUI 9 lo 1х zali (ке), 
又 由 计算 得 到 


f aed aG = К? 
0 


n?» 


S 1 
Í (20s G9dx h. 
0 n 


我 们 有 


í 2nA 2An 
НАУ DE аз E(f иша teas E (| Iona). 
k=0 "n n k=0 "n = 
2nA 
+a E| del at) 
"ko i $ > 
2А ES 
«к, | irai Ka ttl (s. 49) 
0 


其 中 K+ 是 仅 依赖 于 % 的 正常 数 ， м1 


HAEL оо), 4 
„Н О) xD2A 
09910 0<х<2А 
则 有 
(f #)=А.((—[.› ЭНА. (Г. 9). 
由 于 Suppy 10, Al, ЖЩ 


118 


А 
lA.Gr DE En f si, Dax 


<K2nAl#loo supl Sit. x)| 


хЄ[0, A] 
à +оо 
«каер, nl 十 sup E sa) 
x€[0,A] k=2nA 
& E 
«кни, nl+ E заб) 
k=2nA 


二 一 十 | 
«КИ, а АКШ, 


其 中 利用 了 如 下 估计 式 


Фо zs 
E saG0-0(e >? nA, 
k=2nA 


而 Kv 是 与 "、f 无 关 的 正常 数 ， 但 每 次 出 现时 不 一 定 是 相同 的 。 因 此 ， 由 (5.49) 导 出 


lA.(t, ЗА. (Е. #)1+!А.(ї„› Y)I 


«КАЗИР »+K lfl 
«MsItl» 
тМД РРО EROS, ЗЕ 
记 


S,— ftlfELs[0，co) 且 当 p>1 时 有 xf*ELr[0， 十 co 
而 当 p=1 时 有 xf'EBV[0,co) } 


现在 建立 (SI) .ex 的 L,(p 之 1) 饱 和 的 逆 定 理 。 


定理 4.53(V'Totik) 61.10, )(p>1), 我 们 有 


1)#:152(@)—{1›=О(п^!), MEES» 


п) 15: (#)-Нь=о (n7) lt —const (ate). 
讨论 可 得 ， 若 tfELr[o， 


人 直 明 ”利用 (5.46) 和 {(5.48)， 类 似 于 证 明定 至 4.5 
16:(2)—#1,=0(п7'), 


所 对 YY9ECI[0，oo)，f 必 须 适合 如 下 积分 方程 


41% 


© 
8 [| aoa >D 
у ож оу 
0 | соо 

|, ?GOdhG) — (р=1) 


hpk fn € L,[0, оо), ШЧр= ИЕ ВУ[0, ee), 
为 解 积分 方程 (5.50)， 首 先 考查 如 下 齐 次 方程 的 通 解 : 


NE 


ЖуЕ(0, <), Ф 
+= P y? (0<х<у) 
(у<х), 


МУ,Є Ci[0，co)。 代 入 “5.51) 导 出 ， 对 yE (0, оо) 
ficos aco, 

关于 y 求 导 得 到 
yt(y)= [оов 


再 次 对 y 求 导 导 出 ， 对 yE (0，oo) 有 
1'(у)=0 (a.e) 
可 见 1 一 const(a , e), 
由 直接 答 证 可 见 如 下 酒 数 是 方程 (5,50) 的 一 个 特 解 
x t 
I G | h(u)du)dt (p»1), 
1 0 
t.(x)= E M 
1 
| Ра Гоа (p=1). 
因而 得 到 积分 方程 (5.50) 的 通 解 为 
t(x)=C+t,(x), 
其 中 C 为 常数 。 
因此 只 要 证 明 f。E€ SoCp 之 1)。 车 p>1， 则 有 


DE 
xttG)-hG)- 1 NOS (a* e) 


гена 
Ixtç1, < hl, +; РИ, < +. 
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(5.50) 


(5.51) 


Жр=1, ИЖ 
х 
ао) | авс) (а.е), 
0 


所 以 有 
еу уо, 
断言 1) 得 证 ， 
现在 证 明 ii)， 由 于 fEL*[0，co) 且 


200) #1 ,=о(пт 1) 
RIXA 9 €Ci[0, co) 

Lim A.(t, 9)=0 

п» +оо 


АШУ, 3PY-V€CiUO, 99), 28084 TT RAH 


+оо 
|, осн Сако 


MOORE const(a* е), HER 
为 建立 { S: } sex 的 L*(p 之 1) 饱 和 等 价 定理 ， 我 们 需要 如 下 引 理 。 
24.44 设 p(x) 一 Iax， 则 对 nE N 有 
IS:(9)—91; —0(n^*) 
证 明 由 于 
si). D=) ах) 


和 Si(1，x) 一 1， 所 以 有 AR 
191-91 Г” вк t), пк) #6014 
Н =. SEG nx 9x) dx 
+оо, 
- j: [St(nt— Inn пх) —(Innx—Inn)!ax 
у E 
T, i597 eox[axe вся, 
因此 为 证 明 (5.59)， 只 要 证 明 


[81(9)—%1,=0(1) 


(5.52) 


(5.60) 


42} 


Яй, iis) вак) me" E, ме), к=н, muc Юж 


FREIER о(м ` i =o); (>), 
所 以 
k+1 Ў 
510пь Winx= E (f ааах) GO +o) 
в <N? vA ETT 
注意 到 


k 十 1 1 
А тий—ах=кїп(1+--)+(К+Е1)—1—1ах 


=(N+DIn (LHFFE) tInCN+h+ 1+In(N+ {х}) 


m REENE ol VE ЧЫ h+1_(h+1): L (НИ _ 

1 EI) cogi) + nee В зы CC SE) 
~inn- О) обие) | 
=10- (хужь В — m v) 
Х Stirling АЖ erts 
ImsG)=— {N+ (z) eene Go) (Nth Disney 
р +(N+h)— 1 2 In2z +O, tk 
i НРА) Воть.) 


所 以 
m 
(ве _ h , h° lhl? 
S= zie ec (аа -inton toG AY. 
因此 
k+1 1 X14 ва 
dJ Таа Тах) а) Re + 
he h* und Itl "y 
м ЖЫ P RT м) 
于 是 得 到 


n aysa | E E 
St(nt, x)— Inx= c alvi I 
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m 


=> 


28 


(n 
(ZR) Drio (C A) 


+4 t 
+ ы vq ta 
央 而 当 x 充 分 大 时 有 
St(nt, x)- РАСЕ ТИЕ ta 


+2( {x}—1) { теак}? ATTE i) )roQc*) 


= 
由 分 部 积分 导出 | 
hee us " 
"T ME 2 
jt а= T E MIC чш, 
ВЕ 


Sint, x) 一 Inx= O(N- 3)-o(x72). 
(5.60) 得 证 ， 从 而 引 理 证 毕 ， 
由 引 理 4.44 和 定理 4.53 得 到 上 SS: } LERE, 
定理 4.54(V.Totik) BtEL,[0, oo)(p21), WA 
DIs:(-fti»-0(n7) €»t€S,, > ^1: 


!!)152(@)—{1›==о(тС!) €t-—const (a, e)... , р 
И Ж БЕТГЕ ЙН. Е, PUE RR REM ERE HE, п) В 
WAN, БЕС) =, НУР fies», Lapin 10,°°),н 8f = 55 
中 例 1 得 到 


15:@0—г1< Канны): ү 


НКА S, EXNER. ВН ES (D 
CORTE a О” 


其 次 ， 若 f ES,， 即 xf’ 二 hE BV[0，co)， 因 而 有 
OP (5.64) 
1x 


记 w(u) 一 Inu， 则 由 (5.61) 导 出 ， 对 斗 x，tE(0，co) 有 


«бд=сопи+ | 


аба а f'o 
107169 = | MODs | s^ Gn Gs 
=щое(д-вхдә()— f som) 
x 


=) (e(0—90) + ( Cet) 90) ам). 
t 
因此 有 


1вг—1,<|(5:(#)—ө}}, +1s:( 六 (Coco 一 Co ) ами)» х), 
s t 


Slat lools(9) pl f" Cot) m oO aau) x). (5-69 
t 
aT 
= 
srt. x) Í ron, да 
0 


其 中 HH,(x，t) 是 非 负 核 函数 ， 所 以 两 次 利用 Fubini 交 换 定理 并 注 Тї P sen(g(u)— (t) 
=sgn(u 一 t)， 得 到 


ls:( f Себеб) aG, х)|, 
t 
- IN [ево 00) ac, 3) ac 
t 
< f^ fi. о [ (o0 о лавы cte 
0 ^0 t 


æ (е i 
+Í f nao f ССС) гавс) вех 
0 7x x f 


«pt Г foo. D Себа) =) ) ах 
u 


+Í fos 0CoQ 79) ex аһа) 
0 ^u 


(соот art 


+ [st Соро) РО), x) ax аваа 
0 


注意 到 
Свод) х)а‹= [Г Себа) ә) ак 
0 0 
则 有 
+оо u 
Í, SiC CoG079(0) s x) axe fs: CeG0_e(0, x) ax 
u 
u 
+ [Сео о) ) ax 
因此 得 到 
+оо ч 
J. SECCO) i x) ac [st COGO) s. x)x 
u 
u u ў | 
S= fs:C C90) p60) одож (st C Come) dx 
a 
+ Срб) ФО) ) ax 
0 
Осно), x) — (60706) ) Jax 
u 
= | :9, D-*Co)ax 
所 以 有 


х 
Is:( Í Себа) Сања), x) f 
t 


十 co 
«f. (fe. х)—е(х))ах) мыса) 


«ЛЫ у IS2(9)—9l; 
因此 由 (5.62) 导 出 
15:00) i <(Ixt'lço+Ixt'lsv)1S;(0)—ol, 
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故 由 引 理 !1,44 得 到 | 
18: =o") 
ат 
特别 有 


Gra 


推论 4.33 Kantorovich 一 Sz'asz 一 Mirakjan 委 子 列 { s: } 。 在 Lifo, eo) Е ЗАУР 


(7! 1 和 平凡 类 T (69) Сега у EL QE DES. ` 


最 叶 装 伦 Satarovica 型 为 Msyer 一 Kiniy апі Ze тим Us >) 


WARA, HCLO- D (21) RIa€ N, + 


мй, ‚9-2 c. Í fCOdtm.i(x); хЕ[о, 1), 


m0 uh 


Jon (s шү, Cac ТЮЕ, эра, ELO DOD 有 


IM 2H. ., 
31814.45 若 1 EC*[0，1)， 则 
Lim 28(M:(f, х)—{(х))=(1—х)* (xt^ G2) / 
n= B 


Eio 1) Pig Sor. 
证 明 由 Taylor 展 开 式 


коде € (96-3) e GG: 


е0) 6000-0) 10, 1) Pig — SUR, 
由 计算 得 到 


kl 


(5.6) 


(5.64) 


Mi(t-x, 9-nE E Gth- СЕ вабо: 
1 1—x_1—x 2 ( 1 
2 n-1 2 ком ^H 


EGGS uum Eel 


иен ог) 


Id ах тен e от) 


n—ly- 


—x  x(i—-x) 
7£n-1) 2(n-1) 


注意 到 Meyer 一 Kinig and Zeller WFM. HRE 
хуз 
м, Са)" х) =" робите) 


id 


*oG- 5-16- Spot") 


和 但 等 关系 А "QN 
meo) om. (к) 
导出 "T T з. 2 x m га. 


М} ( (1+—х):, x) 
-E (Gi + ноба) (5. nk ET '))т„б) 
SM. (6-05 94$ Е carpa) mo i —xma()) 


=ха-х): - 
ERE Qo 


类 似 地 计算 得 到 ， 当 n 一 oo 时 
міх) x)mo(n'!) N . ” 
EL 1) — 037, МАИ У сгопоувкаа ИЖ, (5. очи, ne 


Mi, x)—t(x)= ND (TCT DRO 


在 [9，,1) 内 闭 一 致 成 立 ， 即 ， 
Lim зама, х)— -tj E Gr) 


在 [0， они Kx, 证 毕 
现在 对 EL;(0，1) 和 9%ECx[0，1] 引 入 双 线 性 泛 函 


TANC $=2n |: (маб, R00) YC)ax - 5a dd 


我 们 有 
引 理 4.46 对 每 个 确定 的 $E Cs[0，1] 且 Sapgj 是 to，1) 内 的 下 密集 ， 则 对 每 个 FE 


100, 1)(p21)fi 
ТА, $) <Milfti,, (5.680. 
其 中 Ms 是 与 "、f 无 关 的 正常 数 。 “ 
证 明 由 于 


A.G, $)=2n (мі х) г) родах 


=2n E са Í. 26а | Pmax E | овда 
к=0 Г D к=0 L 


ҹ27 


БЫ i " 
=m E ca | кои | CY) 9/6262) пабы 
k=0 0 s: 


2 ' 

+m E ca | (да f wGOəG—z)maGOdx 
k=0 h 0 

* оо 

+m к | D Себа) 900) dt 

770 


+ E e De) NOS 
k 
хте M EXE 
IMG) 92) 97 Gi(x—201 <H olz)" 


ба) 90 «9а еа <È GEN) 


ж ` 


сеш 
以 及 
' баку) Ка) /ntk) k. Ка 
| f о-да ею, ањ) 
mA | к+1 к k 1 
(n+k+l1)(n+k+2) n+k+3 n+k п Cate 
: (Ее р Шо k КО 
| бедно «(180 + 
k? кї(па+1)!у— К 1 
HAFO AFF a Ca 
所 以 有 


КА.» Факт ө TOT T 
k=0 工 
s m 
сх | ноет E Í оте 
к=0°1 k=0 L 


+2191 Ef [OE 
-0^n 


` 
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i 
xk I^ FH о +2) | COLS 


. 
«Mtl» 
证 毕 。 
记 ; 
S,— (flf€L.(0, 1) Нєр>19 9 х(1—х) 1" Є1.,(0, 1), ИВ 
x(1—3)'t' €Bvto, 1)}. 
利用 引 理 4.45 一 1.46 得 到 
定理 4.55 设 fEL,(0，1)(p>>1)， 我 们 有 


03$ 1м) 11 =O(n ti), Wi€S,. 
п)#1м:()—1›=о(а^!), Е е сола: (a, е), 

证 明 ”利用 (5.63) 和 (5.65)， 类 似 于 证 明定 理 !.52 的 讨 话 可 得 ， 堵 fELv[0，1) 且 
імі 00) 1.=0(п7!) 


则 对 类 WECI[0，1] 且 支柱 S4ppy 为 [0，1) 内 的 致密 集 ，f 必 须 适 合 如 下 积分 方程， 


i 
. [| һ(х)9(х)4х (50i 
| (оох Ca 79962) ке (5.4) 
' n Сааб) (91) 
; 
其 中 当 p>1 时 h ELs[0，1)， 而 当 p=1 时 hE BV[0，1)。 
为 解 积分 方程 (5.66) 首 先 考查 如 下 齐 次 方程 的 通 解 ， 
оос Сад ) Такео (5.07) 


мує[0, 1), № 


мл Q[G-y (<x<y) 
а-ә CG<x<D， 
则 由 (5.67) 导 出 


d 


关于 y 求 导数 得 到 ， 对 yE [0，1) 有 
{'(у)=0 (а. е), 
УМ = сопэг (а, e). 
由 直接 验证 可 见 ， 如 下 函数 是 积分 方程 (5。66) 的 一 个 特 解 。 


„И ui ij OR ORE. ~ 


"en 
[t Гея өз» 
因而 得 到 积分 方程 5。 — 
V ибя ов HE GO. у 
因此 只 要 证 明 fue ss(p>D); #50, 
(1—x) О) + х(1—х)%%(х)=һ(х) €L,(0,1). : < {5.88 


因为 对 每 个 0<5<1 有 (了 EY ens, D, Bibliay sd 
MIC scaena, D, > ы ^ 
А-х); ELsC0，5)， 故 由 (5.68) 得 到 x(1 一 x) ?7(x) 61.00; 8). ХЕХЕ 
<, ж* va^ 6704 e E P 
Пах), оов, g SK(It,l,+IzG— oreg, ку) 
ЖЕ" 
1а- х), СС yen. +ка- E DCN ?), 


从 而 由 (5.68) 导 出 x(1— x)? 1, (s) € Lo (5-1), МАНИ ХС x) "f, TE в. 
EU ELLE Ded (C 


хаку) fd, (а, o. ZEE 


设 ah(u)= dh. (а) dh. (u), Зм, Sh 是 增加 画 数 ， 于 是 x(1 一 x)28 ЕЖЕ 


E x 
nrc Са eh(u) 
1-х) 20; зу», Гаа" Тат D . 


<| lao f ü- ei [| la(a 0? K m bi ` 
Ga) T 
= 1+1. | И id 
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ют Шш 


1 


n< Í а-о dela Г "eh. Cu) арх) 


| G): G =u): 
=}. ‘выра Гато fà de Cas 


0 
17,4 E Mh. w 
«Гак Голы f e х)ах )dh.(u) 


1 


= | dh, (u) 


° 


同样 估计 得 到 
nes dh.(u) 


所 以 有 
out, Idh(u)| +оо 
1) 的 断言 得 证 。 
现在 证 明 ii)。 占 于 f ELs(0，1) 且 当 n 一 eo 时 ， 有 
МС) 0 о=о(п 1) 


WYA €C*L0, 1] 1 #5ирр 10, DAERA 
Lim А.(в, #)=0. 


nm 一 co 


从 而 (为 齐 次 方程， 
Гео Ca 7399960) armo 
mW, НОГ соли, P 
为 建立 { м: } йл. (o) e fite еш, жит, 


пакт Hsc XL s= 区 对 钴 EN 和 xc(o，1) 有 
i 一 4 


Ж (ша—зш„аб)= z G=) (5.69) 
k- і=1 d 
证 明 dn 
g(x)= T (Sate—st)ma s(x) 
k=0 


я 


в'(х)= Е ар [5 
Pr 


ME басы iioi) - PROCERES 
=1 


In! k=0 kin! 
= 
= E (вана вазь вал) ЯКО x) 
к=0 kini 
© 55 
САА >; (kt uL n—l-ctk-ly nr. 
TE enn ik eai 0- x oS k+ еа) 


= 二 ! E m (x) = -i(-a-3?, 


хк 
由 于 g(0)=s。， 所 以 有 
Dg (Ба 
g(x)=s,— ¿G= Ares KERS т'))ат 


= 2 UÙ, 
i21 i 
(5.69) iE, 
8134.48 ф(х) =/пх, МН : 
ім:0)-1.=0(1) (5.70) 
证 明 由 于 对 xE(0，1) 有 


кр к+1 kl 
Mint, 0 E саа ки" GHD- SA 
(k+l ks 
(кн ser Jra 


E ki „Како ET nk 


М 
"EET CX крита Ө? 
又 因为 对 xE[0，1) 有 


оо 
Inx=In(1—(1—x))=— E 


所 以 由 引 理 4.47 导 出 


оо ‚ ee 
а -mx«n їз! deni ; 
[м 0а» х) Јах SE uUi E [а Ei 
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Am 


к к 
+++ (КЕ AED) c ima 
其 中 对 k 之 1 有 
рео i-i 
k(n+k+1 Же ср y 
atki оаа) 15, лето) 
1 
-Jaret parE) > 
= нокт) +0007"), 
又 利用 Euler 公 式 


K 
- 1_ 13 
oa-md+rD= E (+ (1+1) 


к d [n 
1. 1 +3 
= E Grat p. | "T" 
我 们 有 ое dem 
kl з VAS 
In rk тень Вис aac S G ahte 3» E: TT 
=L 00-9 £007) ed 
因此 有 nae 
[MsCnt, хи Ка. «60+ € (А+) 60) + LS 
k=1 
° (1-х) £7, а SU) 
i=n+1 i B 
因而 由 (5,71) 导 出 жт 
; | 
|м:(2)-ч| = АЕ х) Јах |х à 
nbl ^ Bei aque 
SEGUE Е „бажа aF ты 
(5.70) Е. 
31384.49 р. (х) mIn(1—x), Ml КАТ 
Пм: 0р1) е1] обат). | ` (572 
证 明 由 于 对 xE[0，1) 有 АК 


м: (In(1—t), x) —In(1—x) 


k 


118 


с.. | (0:00 тах) (1-х) Г озуу 
0 k d ` 


fe 


k+ + Е | 
арм -] х 1-06-57 їп (sei 一 ci па) 
аа) 
=E Юна at Lin Sx In 7 3)maG) ; 
注意 到 对 kx>>0 有 ` 
‚ а+юш(ф+Е2-1= Grp S7 oln?) a 
和 it S 


г ах) e in(17 )-ва-ю 


1 k а k- з 
та) насаа) teni 
所 以 有 de 


м:(ва-о, ован та E БА Giry mia) 


нЕ ' 
жобу Е lat l т„(х))=О(а^!) 
因此 得 到 e LAE ; TET 
1 
м2.) vill, = J Iwan o. х)—1а(1-— x)!dx, 


=О(а^!) 
证 时 Qd 


现在 引入 修正 的 Kantorovich 型 的 Meyer 一 Kinig eid Zeller TA (i) ,对 
每 个 EL(0，1)(p>1) 和 nEN， 令 


P оо 
M (f, x) E c. Í f(Odtm.- (x); x€[0,1), 
£ k=0 ть 


我 们 有 
334.60 对 每 个 : EL1[0，1) 有 


о 1 
|M:— M Cl «itl. 


证 明 由 于 对 xE[0，1) 有 
4% 


Xr ыс, Чык. Чы ere ru 
MG, оны, x)= Есш | За ща 
к=0 


Lk у 
所 以 p 
оо ЫШ UM 
[uit MeL, < Е ‚1, CL caf maoa mii ах) 
кече Казыркы tous 
- ИЕ 
Е E: MOI an 1258 ipe rib. i, 

证 毕 m Te 
特别 有 ' ic 
推论 4.34 (х) = eG)- l3), В MICI ! 

I'M, (9-9 | =о(1) дуа анаа 0084) 
IM. Coe =o(L * 88) 
引 理 4.51 о =. 则 m 
[М.и m o(n7*) © 8416) 
证 明 由 于 对 xE[C，1) 有 
чё - js E i 
м. , = > С, = di Mis~i» d 
Ф x)= ды, ( mi- mi-in(x 
2 +k+1 E 
MES (In mik ОБСЕ т-а (x) 
x 
Жы - £f. ao ) | 
ЕС" GF FEF ™ НО) 
所 以 有 | 
M.G@o x) eG) E ca(I ть) 
27) ma-i х) 
л m 
бакка? О бту! Jn 9 
因此 得 到 
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fM.) sd = E Gn ien) +00), ) B Ёк» 


О. 
证 毕 。 | 
:由 推论 4*34 和 引 理 4.50 一 4 DET] 


推论 4.35 аас) 即 Inj* xtite 则 有 


Їй. (g)— gll, =оба'). (5.77) 


定理 4.56 8761.00, 1)(р21), WA 
Dll Mi tl 50C et ES». 


"Mi MEG) t|, o(n7!) «= const, 
证 明 定理 中 的 必要 性 断言 已 由 定理 4.55 证 实 ， 因 此 我 们 仅 需 证 明定 理 的 充分 性 , 1) 
中 的 断言 ， 由 MI(1) 一 1 是 明显 的 。 现 设 p>1， 若 fES。， 则 有 x(1 一 xz)287EL(0，1)， 
由 第 三 章 $ 5.3 例 2 得 到 | 
IMD- tll «E Cir exar). ` 
其 中 K 是 与 n、f 无 关 的 正教 ， 即 对 每 个 ES*(p> 之 1) 有 
I MIO £|,- (7). 
JG, #9651, Wix(1—x)'t' ЄВҮ[0, 1), Ж 


гбх) = consc Y f ED ae (5.78) 
Bash ia MAGOS, XY xE DAC 
Коко 人 ваа f! в Gk G)du 


h(a) he) — [абак 
: x 


AG) Сао) + f^ соо). 
x 


ЩН M (sisi, . А 
(Rs CO el <l в (саа), +С Саб) сдава), x)], 
t 


С) Тос Mag) gl SHARM. q Ce (0) бд, р 


由 于 对 f ELsl0，1) 有 


М.а, x)= | fCOH.(x, t)dt, 0) 


其 中 Ha(x，t) 是 非 负 核 函 数 ， ET 


| š м.@, vaf f(t)dt, 


注意 到 sgn ( g(u) 一 Ко) =з), 并 商 次 利用 Pubiiii 交 换 定 天 得 到 [= 


IM.( j: 10860-00) ацы),х)\, 
=Í пресу аби), х)|ах 
° t 
«рас о [соко асаа 
"Agni. u)—g(t) ч) айх 
+ Í es о f Сова) асаав" 
х х 
< Г m [ун 1) (¿(u)—- 600) ) dtdx 十 
+ f, |н, 0 CiCO GO) асах) lanCu)l 
u 
= (| Caas) да+ 
ME 


+ Гас) 5 x)ax акау 
注意 到 
CEREN х)ак= f. (a) —gGO)«dx ^ 
ий. | эм > 
ЕССЕ 9в=- [садо x)àck 


Я zs 
+] GG) ax 
0 
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因此 得 于 


Y ° $ pua ' 
JS (GG) iG xe | M. GGOo (9 xix 
u i 


=- Соо, ace f GCO xac 
А ` 
+ [сб ах 
0 
= f, GR Goma. x) — (5) 7 zlu) ) dx 


= f Git x)—g(x))dx, 
所 以 有 
^ x 
пм. Сабау) aS» х), 
t 


«| (J Gic. x)—s(x))ax)[ dhCu)l 


в [S a) — gi 


` 


于 是 由 (5.77) 导 出 


IR C E Те) t lot 1) Lov ) [54 (вв! 06а") 
再 由 引 理 4.50 得 到 ， 对 每 个 ES: 有 “ 
[MC t], =0(а'). 
pi 
特别 地 有 
推论 4.36 Kantorovich 型 的 Meyer 一 Kinig and Zeller 算 子 列 { м: Ea LI 


下 的 Kantorovich 型 的 Meyer 一 K5niy and Zeller 算 子 列 { м } "m 100, 1).E3X 
FH Un 33990 T( M1) =T (M )={ clc 为 常数 } ВЛ (o tun 


值得 指出 的 是 ,本 节 的 论证 方法 可 以 推广 到 如 下 一 般 的 保 积 型 正 线性 算 子 列 {L。j ex， 
即 对 每 个 nE N 和 YEEL。[a，b](p>>1) 有 
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Ы b 
Í L.(t, х)чх= | t(x)ax 
ЗОР — oo a be oo, 
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